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Елм вя техниканын мцхтялиф сащяляриня аид бязи рийази мясялялярин дягиг щяллини

классик цсулларла тапмаг мцмкцн олмур. Бир чох щалларда ися алынмыш дягиг щялл еля

мцряккяб ифадя шякилиндя олур ки+ практикада ондан истифадя етдикдя йени чятинликляр мейдана

чыхыр− Бу щалда юйрянилян обйектлярин рийази моделинин гурулмасы вя тядгиги+ ядяди

нятиъялярин алынмасы ∋чятин олмасына бахмайараг( практик ящямиййят кясб едир− Мцасир елм

вя техниканын наилиййятляринин даща эениш тятбиг олундуьу+ нятиъялярин практик ящямиййят

дашыдыьы бир вахтда бу тип мясялялярин щяллиндя компцтердян истифадя етмякля йанашы+ йени

щесаблама цсулларынын ишлянмяси+ мювъуд цсулларын даща да тякмилляшдирилмяси зяруряти

мейдана чыхарыр− Бу заман ишляняъяк йени цсуллар+ еляъядя мювъуд цсулларын

тякмилляшдирилмяси+ щесабатлар апарылаъаг щесаблама техникасы васитяляринин имканларына

уйьун олмалыдыр− Сон он илликляр щесаблама техникасы васитяляринин сычрайыш характерли инкишафы+

сырф рийази характерли мясялялярин щялли цчцн компцтер рийазиййаты системляринин ∋Матщъад+

Матлаб+ Матщематиъа( мейдана эялмяси йени цсулларын ишлянмяси иля йанашы+ мювъуд цсулларын

мцгайисяси+ индийя гядяр истифадяси чятин олан цсулларын тятбигляри цчцн эениш имканлар

йаратмышдыр−

Мювъуд щесаблама техникасы васитяляринин имканларына уйьун+ рийазиййатын классик

цсуллары иля дягиг тядгиг олуна билмяйян мясялялярин ядяди щялли цчцн еффектив цсулларын

ишлянмяси щесаблама рийазиййатынын ясас мясялясидир− Щесаблама рийазиййатында мухтялиф типли

мясялялярин щяллиня бахылыр− Яксяр мясяляляри ашаьыдакы кими тясвир етмяк олар−

( )xAy = (1)

Бурада x  вя y  верилян 1R  вя 2R  фязаларынын елементляри+ A  ися верилмиш опера,

тордур− Бязи щалларда верилян x -я эюря y -ин вя йа верилян y -я эюря x -ин тапылмасы

мясялясиня бахылыр− Яксяр щалларда бу тип мясялялярин щялли дягиг аналитик цсулларла йериня

йетириля билмир− Бу щалда щесаблама рийазиййатынын цсулларындан истифадя олунур− Щесаблама

рийазиййатынын ясас цсулу 1R + 2R  фязаларындан вя ( )xA  операторундан биринин вя йа бир

нечясинин щесабатын ялверишли олмасы цчцн 1R  вя 2R  фязалары вя йа ( )xA  оператору иля явяз

олунмасы иля йериня йетирилир− Бу явязетмя еля апарылыр ки+

( )xAy = ∋1(

тянлийинин 1Rx Î 2RyÎ  щялли ∋0( тянлийинин дягиг щяллиня йахын олмагла x  вя y -ин

тапылмасы чятин олмасын− Мисалларла изащ едяк−

1. Тутаг ки+
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( )ò=
b

a

dxxfy ∋2(

мцяййян интегралыны щесабламаг лазымдыр− Фярз едяк ки+ ( )xf  функсийасы кясилмяздир вя

онун ибтидаи функсийасы елементар функсийалар шякилиндя эюстяриля билмир− Бу интегралын тягриби

гиймятини щесабламаг цчцн ашаьыдакы цсуллара бахаг−

0−0− Мялумдур ки+ тяляб олунан дягигликля [ ]ba,  парчасында кясилмяз олан ( )xf

функсийасына ( )xp  ъябри чохщядлиси иля йахынлашмаг олар− Бу щалда ∋2( интегралы явязиня

( )ò=
b

a

dxxpy

интегралыны щесабламаг лазым эялир ки+ буну да щесабламаг чятин дейил− Бу мясялянин

щяллиндя

( )òº
b

a

dxxffA )(

функсионалыны дяйишмядик− Йалныз )( fA  операторунун тяйин областы  кими ( ) Cxf Î  фязасы

явязиня чохщядлиляр фязасыны эютцрдцк−

1.2. Мцяййян интегралын тярифиндян билирик ки+ щямишя интегралын гиймятиня кифайят

гядяр йахын олан интеграл ъями гурмаг мцмкцндцр−

( ) ( )ò å
=

D»
b

a

n

i
ii xxfdxxf

0

.

Демяли интегралы щесабламаг явязиня башга бир мясяля+ ъямин щесабланмасы мясялясиня

бахмаг лазым эялир− Йяни бу щалда дяйишян операторун юзцдцр−

( )òº
b

a

dxxffA )( ( ) ( )å
=

Dº
n

i
ii xxffA

0

2. Тутаг ки+ x  вя y  щягиги ядядляр чохлуьунун алт чохлугларына дахилдир+ йяни ( )xA

функсийадыр вя ъядвял шяклиндя верилмишдир− ∋0( тянлийиндя x -ин еля гиймятляри ахтарылыр ки+

0=y  олсун− Башга сюзля ъядвял шяклиндя верилмиш ( )xA  функсийасынын сыфырлары ахтарылыр− Яэяр

ъядвял шяклиндя верилмиш ( )xA  функсийасынын йериня Лагранжын вя йа Нйутонун интерполйасийа

чохщядлиляриндян истифадя етсяк ∋ ( )xLy n= + ( )xPy n= (+ ∋0( тянлийин сыфырларынын тапылмасы

мясяляси

( ) 0=xLn ( ) 0=xPn

чохщядлиляринин сыфырларынын тапылма мясялясиня эятириляр− Мясяляйя башга ъцр йанашаг−

Ъядвял шяклиндя верилмиш функсийанын тяйин областы иля гиймятляр областынын йерини дяйишяк вя
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интерполйасийа чохщядлилярини йазаг−

( )yLx n= ( )yPx n= ∋3(

Бу щалда ъядвял шякилиндя верилмиш функсийанын сыфырынын тапылмасы+ йяни ∋0( тянлийинин

кюкцнцн тапылмасы мясяляси ∋3( функсийаларынын 0=y  нюгтясиндя гиймятляринин

щесабланмасы мясялясиня эятирилир:

( )0nLx = ( )0nPx =

2− Тутаг ки+ ашаьыдакы интеграл тянлик верилмишдир−

( ) ( ) ( ) ( )xfdsssxKx
b

a

=- ò jlj , ∋4(

Бурада ( )sxK ,  нцвяси вя ( )xf  сярбяст щядди кясилмяз функсийалардыр−

( ) ( ) ( ) ( )( )xAdsssxKx
b

a

jjlj º- ò , ∋5(

ишарялямясини апарсаг ∋4( тянлийини ашаьыдакы кими йаза билярик ( )( ) ( )xfxA =j − Бу интеграл

тянлийин щялли цчцн Чебышевин квадратура дцстурларындан истифадя едиляряк ∋4( интеграл тянлийин

щялли ( )ixj ),.....3,2,1( ni =  дяйишянляриня нязярян ашаьыдакы хятти тянликляр системиня

эятириляр−

( ) ( ) ( ) ( )i

n

k
kkii xfxxxK

n
abx =

-
- å

=1
, jlj ),.....3,2,1( ni =

Бу щалда ∋5( интеграл оператору  ади хятти тянликляр системини характеризя едян матрис

оператору иля явяз олунур− Тапылмыш ( )ixj ),.....3,2,1( ni =  гиймятляриня эюря интерполйасийа

чохщядлиляриндян истифадя едяряк, ∋4( интеграл тянлийинин ( )xj  дягиг щяллиня кифайят гядяр

йахын олан тягриби щяллини гура билярик− Яввялки мисалларда да функсийайа башга функсийа иля

йахынлашмадан истифадя етдик− Бу йахынлашма функсийаларын йерляшдийи фязада гябул олунмуш

метрика иля мцяййян олунур− Бцтцн дейилянляри цмумиляшдиряряк, щесаблама рийазиййатында

щялл олунан мясяляляри даща айдын+ там характеризя етмяк цчцн ядяди нятиъяляр алынана гядяр

щяр щансы мясялянин щялли просесини мярщяляляря бюляк− 0,ъи мярщяля− Гойулан рийази

мясялянин щялли цчцн мювъуд ядяди цсулларын мцгайисяли тящлили+ сечилян цсул иля тапылан

тягриби щяллин дягиг щялля даща йахын олмасы ∋хятанын аз олмасы(+ цсулун тятбиг сащясинин

эенишлийи вя фярди компцтердя бу цсулдан истифадянин еффективлийи− Даща цмуми шякилдя

функсионал фязада чохлуьа вя функсийайа йахынлашма мясяляляри биринъи мярщяляйя аид едилир−

Мцхтялиф ядябиййатларда бу мясяляляр щесаблама цсуллары вя йя ядяди цсуллар ады алтында

верилир− 1,ъи мярщяляйя ися щесаблама схеминин тяртиби вя йа мясялянин щялли цчцн програм

тяртиби аид едилир− Бурада програм тяртиби дедикдя яняняви програмлашдырма иля йанашы
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компцтер рийазиййаты системляриндя щазырланмыш стандарт функсийа вя обйектлярдян истифадя

едяряк щесабат блокларынын тяртиби баша дцшцлцр− Бу щесабат блокларында щазыр обйектлярдян

истифадя етмякля истифадячи юзц цчцн интерфейс йарадыр− Бу тип мясялялярин щялли цчцн йени

компцтер рийазиййаты системляри ишлянмишдир вя бунлар ичярисиндя Матщъад мцщити эениш

имканлара маликдир− Рийазиййатчы аь каьызда мясялянин щяллини ардыъыллыгла неъя йазырса+

клавиатурадакы символлардан вя хцсуси рийази символлар ъядвялиндян истифадя едяряк мясяля

щяллинин алгоритмини компцтерин екранында йазыр ∋екран санки аь каьызы хатырладыр(− Екранда

йазылмыш алгоритмя ясасян програмы ися Матщъад системинин юзц тяртиб едир− Матщъад

системинин о бириляриня нязярян ясас фярги бу системдя ςΞΡΗςΞΦ принсирининя там риайят

олунмасыдыр− Она эюрядя бу системдян истифадя садядир− Рийази мясялялярин щяллиндя яксяр

щалларда функсийа яввялъядян верилир− Функсийанын рийазиййатда гябул едилдийи ишарялямялярля

верилмяси Матщъад системиндя даща садядир ∋Матлаб мцщитиндя ися функсийаны тясвир етмяк

цчцн хцсуси файл ∋М-файл( йарадылмалыдыр(− Функсийа верилдикдян сонра функсийанын лимитини+

интегралыны+ ади вя хцсуси тюрямялярини+ арашдырылмасыны+ графикинин гурулмасыны вя саир

мясяляляри чох асанлыгла йериня йетирмяк мцмкцндцр− Компцтер рийазиййаты системляринин

щяр биринин програмлашдырма дилляри дя вар ки+ бу диллярдя щесабатлар апармаг цчцн програмлар

тяртиб олуна биляр−

Щесаблама цсуллры вя онларын тятбиг сащяляриния аид чохлу ядябиййатлар вардыр− Анъаг

мцасир компцтер рийазиййаты системляриндя ядяди цсуллардан истифадя етмяк вя мцхтялиф

мясялялярин щяллиня тятбиг етмяк цчцн щесабат блокларынын щазырланмасына аид демяк олар ки+

ядябиййат йохдур− Тягдим олунан вясаит он фясилдян ибарятдир− Биринъи фясилдя компцтер

рийазиййаты системляринин  цмуми структуру+ тятбиг сащяляри+ мцгайисяси+ Матщъад мцщитинин

цстцнлцкляри вя рийази мясялялярин щялл гайдалары тящлил едилир− Сонракы фясиллярдя ися ардыъыл

олараг хяталар+ бирдяйишянли гейри-хятти тянликляр+ тянликляр системи+ интерполйасийа мясяляси+

ядяди интеграллама вя диференсиаллама+ ади вя хцсуси тюрямяли диференсиал тянликляр+ интеграл

тянликляр  щабеля оптималлашдырманын ядяди цсуллары верилмишдир− Щяр бир фясиля ясас цсуллар вя

щялл алгоритмиляри+ Матщъад мцщитиндя тяртиб олунмуш щесабат блоклары вя онларын нятиъяляри+

башга алгоритмик диллярдя програм тяртиби цчцн блок схемляр дахил едилмишдир−
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Тягриби ядядляр−  Хята анлайышы

Практик мясялялярин щяллиндя бязи щалларда кямиййятин дягиг гиймяти иля йанашы онун

тягриби гиймятиндян дя истифадя олунур− Тутаг ки+ щяр щансы кямиййятин дягиг гиймяти А+

кямиййятин А дягиг гиймятя уйьун тягриби гиймяти ися а иля ишаря олунмушдур− Кямиййятин

тягриби гиймяти онун дягиг гиймятиндян аз фярглянир вя щесаблама просесляриндя ондан

истифадя олунур− Бундан сонра дягиг вя тягриби ядяд уйьун олараг А вя а иля ишаря едяъяйик−

Щесаблама просесини садяляшдирмяк мягсяди иля дягиг гиймятин тягриби гиймятля

явяз олунмасындан+ реал просесля ону тясвир едян рийази модел арасында фярглярдян+

мясялянин щялли просесиндя истифадя олунан методун тягрибилийиндян+ ядядляр цзяриндя

апарылан йуварлаглашдырмадан мцяййян хяталар ямяля эялир−

Бу эюстярилян хяталарын щяр бири бюйцк олмаса да ∋бунлардан бязилярини арадан

галдырмаг мцмкцндцр( мцяййян ямялиййатлар апарылдыгдан сонра бу хяталар ъямляниб

хятанын бюйцмясиня сябяб ола биляр− Она эюря дя мясялянин щяллиндя хятанын аз олмасына

чалышмагла бярабяр бу хяталар гиймятляндирилмялидир− Щесаблама рийазиййатында хяталарын

гиймятляндирилмясиндя мцтляг вя нисби хята анлайышларындан истифадя олунур−

Мцтляг вя нисби хята

Ядядин дягиг гиймяти иля тягриби гиймятинин фяргиня тягриби ядядин хятасы дейилир− Бу

фярг мцсбят йахуд мянфи ола биляр− Фяргин мцтляг гиймятиня тягриби ядядин мцтляг хятасы

дейилир вя ашаьыдакы кими ишаря олунур−

aAa -=D

А дягиг ядяди мялум олдугда дейилян гайда иля мцтляг хятаны щесабламаг

мцмкцндцр− Яэяр А мялум дейился+ мцтляг хята щесабланмыр вя мцтляг хятанын щцдуд

гиймяти ∋бязи ядябиййатларда лимит мцтляг хята+ щцдуд мцтляг хята вя йа мцтляг хятанын

лимит гиймяти a*D ( анлайышындан истифадя олунур−

Бу щалда щесаблама просесинин щансы дягигликля апарылдыьы барядя ∋мясялян щесабат

/−/0 дягигликля апарылыб+ ядяд йуварлаглашдырылараг 13−34 гиймяти алынмышдыр( мялумат верилир−

Бу мялумат мцтляг хятанын щцдуд гиймятини характеризя едир вя мцтляг хята бу гиймятдян

бюйцк ола билмяз−

aaAa *D£-=D

Бу мцнасибятдян дягиг А ядядинин дахил олдуьу аралыьы тапмаг мцмкцндцр−

aaAaa ** D+££D-
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Бу щалда дягиг А ядядинин гиймяти ашаьыдакы кими йазылыр−

aaA *D±=

Мцтляг хята вя мцтляг хятанын щцдуд гиймятиня эюря щесабламанын дягиглийини

характеризя етмяк щямишя кифайят дейил− Она эюря йени анлайыш – нисби хята анлайышындан

истифадя едилир вя о ашаьыдакы кими щесабланыр−

A
a

a
D

=d

Мцтляг хятанын щцдуд гиймятиндя олдуьу кими нисби хятанын щцдуд гиймяти , *
ad

анлайышынданда истифадя олунур−

Þ³ aa dd * Þ
D

³
A
a

a
*d *

aAa d£D

олдуьуну нязяря алсаг **
aAa d=D  гябул едя билярик− Дягиг А ядяди мялум

олмадыьындан вя aA »  гябул едиля билиндийини нязяря алсаг **
aaa d=D  мцнасибятини аларыг−

Гейд етмяк лазымдыр ки+ нисби хята вя нисби хятанын щцдуд гиймяти кямиййятин юлчц

ващидиндян асылы дейил вя чох вахт фаизлярля ифадя олунур− Верилян дцстурларын кюмяйи иля

мцтляг вя нисби хятаны+ мцтляг вя нисби хятанын щцдуд гиймятлярини мцяййян етмяк олар−

Мисал 0− а( А<073−16+ а<073−153− Мцтляг вя нисиби хятаны тапаг−

006.0006.0264.18427.184 ==-=-=D aAa

0000326.0
27.184

006.0
==

D
=

A
a

ad

б( Кямиййятин тягриби а<074 гиймяти /−/3 дягигликля алынмышдыр− Кямиййятин дягиг

гиймятинин йерляшдийи аралыьы вя нисби хятанын щцдуд гиймятини тапаг− 04.0* =D a

04.18596.18404.018504.0185** ££Þ+££-ÞD+££D- AAaaAaa

000216.0
185

04.0*
* »=

D
=

a
a

ad

ъ( Кямиййятин ядяди гиймяти йуварлаглашдырылараг 40−1 алынмышдыр ∋а<40−1(−

Кямиййятин дягиг гиймятинин йерляшдийи аралыьы тапаг− Йуварлаглашдырма гайдаларына эюря

мцтляг хята /−/4,дян чох ола билмяз− Даща доьрусу мцтляг хятанын  щцдуд  гиймяти /−/4,и

ашмыр9 05.0* =D a −

24.5115.5104.02.5105.02.51** ££Þ+££-ÞD+££D- AAaaAaa

Практик мясялялярин щяллиндя хяталары мцхтялиф олан тягриби ядядляр цзяриндя мцяййян
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ямялиййатлар апарылыр вя алынмыш нятиъянин хятасыны гиймятляндирмяк лазым эялир− Мясялян+

дцзбуъаглынын тяряфляринин тягриби гиймятляри вя хяталары мялум олдугда периметринин вя

сащясинин хятасыны гиймятляндирмяк цчцн тягриби ядядляр цзяриндя топлама вя вурма

ямялляри заманы хятанын гиймятляндирилмясини билмяк лазымдыр− Еляъядя тягриби ядядляр

цзяриндя бюлмя+ гцввятя йцксялтмя+ кокалма вя мцхтялиф ямялиййатлар апарылдыгда нятиъянин

хятасыны гиймятляндирмяк цчцн гайдалар мялум олмалыдыр−

Ъямин хятасы−

Теорем 0− Бир нечя тягриби ядядин ъябри ъяминин мцтляг хятасы щямин тягриби

ядядлярин мцтляг хяталарынын ъяминдян бюйцк дейилдир−

Исбаты− Тутаг ки+ ),....,3,2,1(, niai =  тягриби ядядляри+ онларын дягиг ),....,3,2,1(, niAi =

гиймятляри вя мцтляг хяталары ),....,3,2,1(, niai =D  верилмишлир− Ашаьыдакы ишарялямяляри апараг

вя ъямин мцтляг хятасыны гиймятляндиряк−

å
=

=
n

i
iaa

1
å
=

=
n

i
iAA

1

( ) ÞD=-£-=-=-=D åååå å
==== =

n

i
i

n

i
ii

n

i
ii

n

i

n

i
ii aaAaAaAaAa

1111 1

å
=

D£DÞ
n

i
iaa

1

Теорем исбат олунду−

Таплананларын мцтляг хяталары иля мцтляг хяталарынын щцдуд гиймяти арасында

ii aa *D£D Þ= ),....,3,2,1(, ni å å
= =

D£D£D
n

i

n

i
ii aaa

1 1

*

мцнасибятини вя ъям цчцн aa *D£D  шяртини нязяря алсаг+ ъябри ъямин мцтляг хятасынын

щцдуд гиймяти цчцн ашаьыдакы мцнасибяти аларыг−

å
=

D=D
n

i
iaa

1

**

Нятиъядя бир нечя тягриби ядядин ъябри ъяминин мцтляг хятасынын щцдуд гиймятинин

щямин тягриби ядядлярин мцтляг хяталарынын щцдуд гиймятляри ъяминя бярабяр олдуьуну

аларыг−

Теорем 1− Бир нечя тягриби ядядин ∋ейни ишаряли( ъяминин нисби хятасы бу ядядлярин

нисби хяталарынын ян бюйцйцнц ашмыр−

Исбаты− Тутаг ки+ ),....,3,2,1(, niai =  тягриби ядядляри+ онларын дягиг ),....,3,2,1(, niAi =

гий-мятляри+ мцтляг вя нисби хяталары ),....,3,2,1(,, nia
iai =D d  верилмишлир−
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{ }
iaaa dddd ,.....,,min

21

* =   вя { }
naaa dddd ,.....,,max

21

** =

ишарялямялярини апарыб+
iaii Aa d=D олдуьуну нязяря алыб ъямин нисби хятасыны ашаьыдакы кими

чевиряк−

å

å

å

å

å
=

=

=

=

=

=
D

=
D

=
D

= n

i
i

n

I
ai

n

i
I

n

i
i

n

i
i

a

A

A

A

a

A

a
A
a i

1

1

1

1

1

d
d

**

1

1

**

1

1

1

1

*

* d
dd

d
d

d =£=£=

å

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

=
n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

I
ai

an

i
i

n

i
i

A

A

A

A

A

A
i

Демяли ейни ишаряли топлананларын ъяминин нисби хятасынын щцдуд гиймяти топлананларын

нисби хяталарынын щцдуд гиймятляринин ян бюйцйц иля ян кичийи арасында йерляшир− Фяргин

мцтляг хятасы 0,ъи теоремля мцяййян олунур− Чцнкц теоремдя ъябри ъямдян сющбят эедир−

Тярифдян истифадя едяряк фяргин мцтляг вя нисби хяталарыны мцяййян едяк−

2121 , AAAaaa -=-= ( ) 2122112211 aaaAaAaAaAaAa D+D=-+-£---=-=D

21

21

AA
aa

A
a

a -
D+D

=
D

=d

Дцстурдан да эюрцнцр ки+ яэяр ядядлярин дягиг+ еляъядя тягриби гиймятляри бири-бириня

чох йахындырса нисби хятанын гиймяти бюйцйя биляр− Практик мясялялярин щяллиндя щямишя

чалышырлар ки+ бири-бириня йахын ядядлярин фяргинин нисби хяталары гиймятляндирилмясин−

Щасилин хятасы−

Теорем 2− Сыфырдан фяргли тягриби ядядлярин щасилинин нисби хятасы+ вуругларын нисби

хяталары ъяминдян бюйцк дейил−

Исбаты− Фярз едяк ки+ вуруглар мцсбят ядядлярдир вя щасилин логарифминдян вя

функсийанын артымы иля диференсиалы арасында тягриби ялагя дцстурундан истифадя едяк−

Þ=Õ
=

n

i
iaa

1
å
=

=
n

i
iaa

1
lnln ( )

a
aada D

»»D lnln

Бу дейилянляри нязяря алсаг ашаьыдакы мцнасибяти аларыг−

Þ
D

++
D

+
D

=
D

n

n

a
a

a
a

a
a

a
a ......

2

2

1

1

n

n

a
a

a
a

a
a

a
a D

++
D

+
D

£
D

......
2

2

1

1

Тягриби диференсиаллама дцстурундан истифадя етдикдя фярз етдик ки+ iaD  ,ляр кичикдир−

Йяни кямиййятин дягиг вя тягриби гиймятляринин бири-бириня йахындыр ∋ ii aA » (−
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i
i

i

i

i

a
a

A
a

d=
D

»
D

d=
D
A
a

Ишарялямялярини нязяря алсаг  щасилин хятасы цчцн ашаьыдакы дцстуру аларыг

ndddd +++£ ......21 −

Теорем исбат олунду−

Щасилин нисби хятасы цчцн алынмыш дцстур вуруглар мцхтялиф ишаряли олдугда да доьру,

дур−

Нятиъя− Щасилин нисби хятасынын щцдуд гиймяти+ вуругларын нисби хаталары ъяминя

бярабярдир− Яэяр тягриби ядяд сыфрдан фяргли дягиг ядядя вуруларса онда нисби хятанын щцдуд

гиймяти дяйишмир+ мцтляг хятанын щцдуд гиймяти ися щямин ядядя вурулур−

Нисбятин хятасы−

Теорем 3− Нисбятин нисби хятасы бюлцнян вя бюлянин нисби хяталары ъяминдян бюйцк

дейил−

yxayxa
y
xa lnlnlnlnlnln D+D£DÞ-=Þ=

( )
a
aada D

»»D lnln

олдуьунун нязяря алаг−

yxay
y

x
x

a
a ddd +£Þ

D
+

D
=

D

Теорем исбат олунду−

Нисбятин нисби хятасынын щцдуд гиймяти бюлцнян вя бюлянин нисби хяталарынын ъяминя

бярабярдир− ***
yxa ddd +=

Гейд− Щасилин еляъя дя нисбятин нисби вя мцтляг хяталарынын щцдуд гиймятляри

арасында ашаьыдакы мцнасибяти йаза билярик− **
aaa d=D

Гцввятин хятасы−

Теорем 5. Тягриби ядядин н дяряъядян гцввятинин нисиби хятасынын щцдуд гиймяти

щямин ядядин нисби хятасынын щцдуд гиймятиндян н дяфя бюйцкдцр ∋ NnÎ (−

Исбаты− 11111 .......aaaaaa n == − Щасилин нисби хятасынын дцстурундан истифадя едяк−

*
1

*
1

*
1

*
1

* ddddd n=+++= L −

Теорем исбат олунду−

Мисал− Кубун  тяряфи  /−0см  дягигликля  юлчцляряк 1.2=a см  алынмышдыр− Кубун

щяъминин хятасыны тапын9 3aV = −
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Шяртя эюря+

1.0* =D a + 0476.0
1.2
1.0*

* ==
D

=
a
a

ad + 1428.00476.0*3*3 ** === av dd

31428.11428.0*261.9* ** ===D aVv d

Кюкцн хятасы

Теорем 6. н дяряъядян кюкцн нисби хятасынын щцдуд гиймяти кюкалты ядядин нисби

хятасынын щцдуд гиймятиндян н дяфя аз олур−

Исбаты− ****
11 11

1
aaaa

nn

n
naaaa dddd =Þ=Þ=Þ= − Теорем исбат олунду−

Хяталар нязяриййясинин ясас мясяляси

Тутаг ки+ диференсиалланан чохдяйишянли ( )naaaafy ,.....,,, 321=  функсийасы

верилмишдир− ),....,3,2,1(, niai =  дяйишянляринин мцтляг хяталары ),....,3,2,1(, niai =D  мялумдур

вя функсийанын мцтляг хятасынын гиймятляндирилмяси вя яксиня функсийанын мялум хятасына

эюря аргументин хятасынын гиймятляндирилмяси хяталар нязяриййясинин ясас мясялясидир−

),....,3,2,1(, niai =D  мцтляг хяталарынын кичик+ онларын йцксяк гцввятляринин даща кичик

олдуьуны нязяря алыб функсийанын мцтляг хятасыны гиймятляндиряк−

),.....,(),......,,( 212211 nnn aaafaaaaaaffy -D+D+D+=D=D

( ) i

n

i i

n

i
in a

a
fa

a
faaadfy D

¶
¶

£D
¶
¶

=»D åå
== 11 1

21 ,....,,

i

n

i i

a
a
fy D

¶
¶

£D å
=1

∋0(

Функсийанын мцтляг хятасынын щцдуд гиймятини y*D  ,ля ишаря етсяк функсийанын

мцтляг хятасынын щцдуд гиймяти цчцн ашаьыдакы мцнасибяти аларыг−

i

n

i i

a
a
fy *

1

* D
¶
¶

=D å
=

∋0)(

∋0(,ин щяр тяряфини й-я бюлсяк вя чевирмяляр апарсаг нисби хятанын щцдуд гиймяти цчцн

ашаьыдакы мцнасибяти аларыг−

åå
==

D
¶
¶

=D
¶
¶

£
n

i
in

i
i

n

i

i aaaaf
a

a
y
a
f

1
21

1
),....,,(lnd ∋1(
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å
=

D
¶
¶

=
n

i
in

i
y aaaaf

a1

*
21 ),....,,(lnd ∋1)(

(0(,∋1( дцстурларындан истифадя едяряк ъямин+ щасилин+ гцввятин вя кюкцн хяталарынын

гиймятляндирилмяси щаггында теоремлярин нятиъялярини алмаг олар−

Мясялян+ ∋0( дцстурундан истифадя едяряк ъямин мцтляг хятасыны гиймятляндирмяк

олар−

( ) Þ=
¶
¶

=
¶
¶

+== 1,1,,
21

2121 a
f

a
faaaafy

ÞD+D=D
¶
¶

+D
¶
¶

=D
¶
¶

£D å
=

212
2

1
1

2

1
aaa

a
fa

a
fa

a
fy i

i i
21 aay D+D£D

Мисал 0− Верилянляря эюря силиндирин щяъминин мцтляг вя нисби хятасынын щцдуд

гиймятлярини тапын− 02.03,01.02,14.3 ±=±== RHp − Бу верилянляря эюря силиндирин

щяъминин хятасыны гиймятляндирмяк цчцн щяъмя ∋ HRV 2p= ( RH ,,p  дяйишянляриндян асылы

функсийа кими бахаг вя бу дяйишянляря нязярян хцсуси тюрямяляри тапаг−

22 ,2, R
H
VRH

R
VHRV pp

p
=

¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶

∋0*(    дцстурундан истифадя етмяк цчцн гейд олунан дяйишянлярин тягриби гиймятлярини вя

онларын мцтляг хяталарынын щцдуд гиймятлярини мцяййян едиб+ щесабатлары йериня йетиряк−

,2,0016.0,14.3 * ==D= Hpp 02.0,3,01.0 ** =D==D RRH

=D+D+D=D
¶
¶

+D
¶
¶

+D
¶
¶

=D HRRRHHRH
H
VR

R
VVV *2**2**** 2 pppp

p

065.126.2868.3718 *** =D+D+D= HRp

52.562 == HRV p

%9.10189.0
52.56

065.1* »==Vd

Практик мясялялярин щяллиндя бязян аргументин еля мцтляг хятасы ахтарылыр ки+

функсийанын мцтляг хятасы верилян щядди ашмасын− Бу щалда яэяр мящдудиййят йалныз бир

дяйишян цзяриня гойуларса мясяляни бир гиймятли щялл етмяк олар− Функсийанын верилмиш

ифадясиндян хятасы ахтарылан дяйишян тапылыр− Алынмыш йени функсийа цчцн ∋0(+ ∋0)(+ ∋1(+ ∋1)(

дцстурларындан истифадя едяряк гойулан тярс мясяляни щялл етмяк олар− Яэяр функсийанын

дяйишянляринин щеч биринин хятасы мялум дейился+ бу щалда мясяля гейри мцяййяндир− Беля

мясялянин щяллиндя фярз едилир ки+ функсийанын мцтляг хятасынын формалашмасында бцтцн

дяйишянлярин тясири ейнидир ∋бу бязи ядябиййатларда ейни тясир принсипи адланыр(− ∋0)(

дцстурунда дейилянляри нязяря алсаг+ йяни
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n
ya

a
fa

a
fa

a
f

n
n

*
*

2
*

2
1

*

1

D
=D

¶
¶

==D
¶
¶

=D
¶
¶

L

олдуьуну нязяря алсаг щяр бир дяйишянин мцтляг хятасынын щцдуд гиймяти цчцн ашаьыдакы

мцнасибяти аларыг−

ni

a
fn

ya

i

i ,....,2,1,
*

* =

¶
¶
D

=D ∋2(

Мисал 2− Силиндирин отураъаьынын радиусу 1м+ щцндцрлцйц ися 2м-я бярабярдир−

Силиндирин щяъминин мцтляг хятасынын+ 1.0* =DV -и ашмамасы цчцн радиус вя щцндцрлцйцн

мцтляг хятасы ня гядяр олмалыдыр> 2,3,14.3 === RHp  олдуьуну нязяря алыб ∋2(

дцстурундан истифадя едяк−

122 ==
¶
¶ HRV
p

003.0
123
1.0* p

*
=D p

7.372 ==
¶
¶ RH

R
V p 001.0

7.373
1.0* p

*
=D R

6.122 ==
¶
¶ R
H
V p 003.0

6.123
1.0* p

*
=D H

Демяли силиндирин мцтляг хятасынын верилян щядди ашмамасы цчцн радиусун вя

щцндцрлцйцн мцтляг хяталарынын щцдуд гиймяти уйьун олараг /−//0 вя /−//2 метри

ашмамалыдыр−



15

2-ъи мювзу

Бирдяйишянли  гейри-хятти  тянликляр

Яксяр мцщяндис мясяляляринин рийази моделляри тянликлярля тясвир олунур вя бу

тянликлярин щялли практик ящямиййят кясб едир− Цмуми щалда бирдяйишянли тянлик ашаьыдакы

кими эюстяриля биляр: )()( xgx =j − Яэяр )()()( xgxxf -= j  гябул етсяк онда тянлик

ашаьыдакы шякилдя йазылар−

0)( =xf ∋0(

)(xf  функсийасынын тяйин олундуьу област ∋0( тянлийинин тяйин областы адланыр− Дяйишянин ∋0(

тянлийини ейнилийя чевирян гиймятляр чохлуьуна щялляр чохлуьу+ бу чохлугдан эютцрцлмцш щяр

бир гиймятя ися тянлийин кюкц дейилир− Айдындыр ки+ щялляр чохлуьу ∋0(,ин тяйин областында

йерляшир− Мясялян+

0− 0sin =x  − nx *= p ZnÎ  тянлийин щялляр чохлуьудур− ppp 10,2,-  ядядляринин щяр

бири тянлийин кюкцдцр−

1− 2sin =x  тянлийинин щялляр чохлуьу бош чохлугдур−

2− 05 =-x  тянлийинин щялляр чохлуьу { }5  бир елементдян ибарятдир−

3− 042 =+x + ix 2±=  тянлийинин щялляр чохлуьудур− i2  вя i2-  комплекс ядядляринин

щяр бири тянлийин кюкцдцр−

∋0(,дя )(xf  функсийасындан асылы олараг тянликляр ъябри вя трансендент кими ики синфя

бюлцнцр− Яэяр )(xf  функсийасында щесаб вя гцввятя йцксялтмя ямялляри иштирак едирся+ онда

бу функсийа ъябри ∋расионал вя иррасионал( функсийа+ ∋0( ися ъябри тянлик адланыр вя цмуми

шякилдя ашаьыдакы кими йазылыр−

0..... 1
2

2
1

10 =+++++ -
--

nn
nnn axaxaxaxa ∋1(

n -ъи дяряъядян кюкалма ямяли дя+
n
1

 дяряъядян гцввятя йцксялтмя кими эюстяриля

биляр− Мясялян+

361 =-+- xx ∋2(

иррасионал тянлийи чевирмялярдян сонра

01072 =+- xx ∋3(

тянлийиня эятирилир− Анъаг ∋2( вя∋3( тянликляринин тяйин областлары ейни дейил− ∋2( тянлийи [ ]6;1

парчасында+ ∋3( ися бцтцн щягиги ядяляр чохлуьунда тяйин олунмушдур− Яэяр )(xf -дя цстлц+

логарифмик+ тригонометрик вя тярс тригонометрик функсийалардан щеч олмазса бири иштирак едяр,
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ся, онда ∋0( трансендент тянлик адланыр−

Чох аз щалларда тянлийин кюкцнцн дягиг гиймятини тапмаг мцмкцн олур− ∋1(

тянлийиндя 4,3,2=n  олдугда щялляр чохлуьуну тапмаг мцмкцндцр− Мящшур норвеч

рийазиййатчысы Абел исбат етмишдир ки+ 5³n  олдугда ∋1( тянлийинин щялл дцстуру йохдур вя бязи

хцсуси щалларда щялляр чохлуьу тапыла биляр−

Бир чох щалларда ∋0( тянлийиня дахил олан ямсаллар тягриби гиймятляндирилир вя айдындыр

ки+ бу щалда тянлийин кюкцнцн дягиг гиймятинин тапылмасы мащиййят кясб етмир− Бязи практик

мясялялярин щяллиндя ися тянлийин дягиг кюкцнцн тапылмасы зярури щесаб едилмир− Она эюрядя

∋0( тянлийинин кюкляринин тягриби гиймятинин тапылмасы мясялясинин практик ящямиййяти вардыр−

Яввялъя тягриби кюк анлайышыны веряк− Тутаг ки+ *x  ∋0( тянлийинин дягиг кюкц+ x  ися e  дягиг,

ликля тягриби кюкдцр− Бу о демякдир ки+

e£- *xx ∋4(

шярти юдянир− Бу щалда [ ]ee +-Î" ** xxx ,  ∋0( тянлийинин e  дягигликля тягриби кюкдцр− Демяли ∋0(

тянлийинин сонсуз сайдаe  дягигликля тягриби кюкц вар− Яэяр [ ]bax ,Î*  вя e£-ba  шяртляри

юдянярся+ онда e£-£- * baxa  вя e£-£- * baxb  шяртляри дя юдяняр− Бу щалда а вя б

гиймятляри уйьун олараг тянлийин яксийи иля вя артыгламасы иля e  дягигликля тягриби кюкляри

кими гябул едиля биляр− Даща доьрусу [ ]bax ,Î"  ∋0( тянлийинин e  дягигликля тягриби кюкцдцр−

Бир чох щалларда тянлийин ,
*x  кюкцнцн йерляшдийи вя e£-ba  шяртини юдяйян [ ]ba,

парчасыны тапмаг олмур− Бу щалда тягриби кюкцн гиймятляндирилмяси цчцн диэяр мейарлардан

истифадя олунур−

∋0( тянлийинин тягриби кюкляринин тапылмасы цчцн тятбиг олунан цсуллар тянлийин ъябри вя

йа трансендент олмасындан асылы дейил− Тянлийин тяляб олунан дягигликля тягриби кюкцнцн

тапылмасы ики мярщялядя йериня йетирилир−

0,ъи мярщяля− Тянлийин кюкляринин айрылмасы−

1,ъи мярщяля− Тянлийин айрылмыш кюкцнцн тяляб олунан дягигликля дягигляшдирилмяси−

Тянлийин кюкляринин айрылмасы

Яэяр ∋0( тянлийинин йалныз бир кюкцнц юзцндя сахлайан парча тапмаг мцмкцнся онда

дейирляр ки+ верилян тянлийин кюкц айлылмышдыр− Бу парчаларын тапылма просесиня кюклярин

айрылмасы дейилир вя ики цсулла йериня йетирилир: график вя аналитик цсул−

График цсул− Яэяр тянлик 0)( =xf  шяклиндядирся+ )(xfy =  функсийасынын графики гуру,
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лур вя гурулмуш графикя ясасян тянлийин йалныз бир кюкцнц+ йяни графикин абсис оху иля кясишмя

нюгтясини юзцндя  сахлайан парчалар мцяййян олунур− Бу гайда иля графики дягиг гурмагла

щятта мцяййян дягигликля тянлийин тягриби кюкцнц дя тапмаг олар−

Яэяр тянлик )()( xgx =j  шякилиндядирся  онда )(xy j=  вя )(xgy =  функсийаларынын

ейни бир координат мцстявисиндя графикляри гурулур вя бу графиклярин кясишмя нюгтяляринин

абсисляринин+ йяни тянлийин кюкляринин йерляшдийи парчалар мцяййян олунмагла кюкляр айрылыр−

Шякил 2−0−

Шякил 2−0−,дя )(xfy =  функсийасынын графики гурулмушдур− Графикдя 0)( =xf

тянлийинин кюкляри+ йяни графикин ox  оху иля ортаг 7654321 ,,,,,, xxxxxxx  нюгтяляри

эюстярилмишдир− Бу графикя эюря тянлийин кюкляринин йерляшдийи парчалары [ ] [ ],,,, 21 cbxbax ÎÎ

[ ],,3 dcx Î [ ] [ ],,,, 54 moxodx ÎÎ [ ] [ ]pnxnmx ,,, 76 ÎÎ  мцяййян етмяк мцмкцндцр−

Мисал 0− 01)sin( =-xx  тянлийинин кюклярини айыраг− Айдындыр ки+ тянлийин сонсуз

сайда кюкляри вар вя бу кюкляр координат башланьыъына нязярян симметрик йерляшир−

1)sin()( -= xxxf  функсийасынын графикини Матщъад мцщитиндя гураг− Гурулмуш графикя эюря

тянлийин кюкляринин

Шякил 2−1−
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йерляшдийи интерваллар мцяййян олуна биляр ∋шякил2−1(− Тянликдя чевирмяляр апарыб  мцхтялиф

графикляр гурмагла да ейни бир тянлийин кюклярини мцхтялиф графикляря эюря айырмаг олар−

Верилян тянлийи
x

x 1)sin( =  шяклиндя эюстяряк− )sin()( xx =j  вя
x

xg 1)( =  ишарялямялярини

апарыб ейни бир координат мцстявисиндя )(xy j=  вя )(xgy =  функсийаларынын графиклярини

гураг ∋шякил 2−2(− Щяр ики функсийа тяк олдуьундан онларын графики координат башланьыъына

нязярян симметрикдир− Демяли +

тянлийин кюкляри дя координат башланьыъына нязярян симметрик

Шякил 2−2−

олаъаг− Тянликлярин тяйин областларынын мцхтялиф олмасына бахмайараг щяр ики тянлийин щялляр

чохлуьу ейнидир− Тянлийи 1)sin( =xx  шяклиндя йазыб )sin()(1 xxx =j  вя 1)( =xg

ишарялямялярини апарыб графикляри гураг ∋шякил 2−3(−

Шякил 2−3−

Щяр цч графикя эюря тянлийин кюкляринин йерляшдийи парчалары мцяййян едя билярик− Тянлийин

кюкляри úû
ù

êë
é

2
,0 p

 вя Nnnn Îúû
ù

êë
é +-+ ,

2
),1(

2
p

p
p

p
  парчаларында йерляшир−  Демяли+  графикляря
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эюря тянлийин кюклярини айырдыг−

Мисал 1− 0)cos()sin( =- xxx  тянлийинин кюклярини айыраг− Графикляри Матщъад

мцщитиндя гураг− )cos()sin()( xxxxf -=  тяк функсийа олдуьундан онун графики+ еляъядя ox

оху иля кясишмя нюгтяляри координат башланьыъына нязярян симметрик йерляшяъяк− Она эюря дя

тянлийин мцсбят кюклярини айыраг− Шякил 2−4,дя )(xf  функсийасынын графики гурулмушдур−

Шякил 2−4−

Тянлийи )cos()sin( xxx =  шякилиндя йазыб )cos()(3),sin()( xxxgxxg ==

функсийаларынын графикини гураг вя тянлийин кюкляринин айрылмасында щяр ики графикдян истифадя

едяк− 0=x  тянлийин кюкцдцр− nx p=  нюгтяляриндя )sin()( xxg =  функсийасы сыфыра чеврилир+

)cos()(3 xxxg =  функсийасы ися n -ин тяк гиймятляриндя минимум+ ъцт гиймятляриндя ися

максимум гиймят алыр− Шякил 2−4 вя шякил 2−5,да верилян графиклярдя екстремум нюгтялярини

эюрмяк мцмкцндцр−

Шякил 2− 5−
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p  вя p2  нюгтяляри арасында )(1 xf  функсийасынын графики ox  охуну ∋шякил 3.4−(+ )(3),( xgxg

функсийаларынын графикляри ися бир-бирини кясир ∋шякил 2−5(− Асанлыгла эюрмяк олар ки+ тянлийин

мцсбят кюкляри [ ] Nnnn Î+ ,)1(,pp  парчаларында йерляшир− )(1 xf  функсийасы тяк олдуьундан

мянфи кюкляр [ ] Nnnn Î-+- ,)),1( pp парчаларында йерляшяъякдир−

Мисал 2− 21.0)cos( xx =  тянлийинин кюклярини айыраг− 21.0)cos()( xxxf -=  функсийасы

ъцт олдуьундан онун графики вя ox  оху иля кясишмя нюгтяляри oy  охуна нязярян симметрик

йерляшяъякдир−

Шякил 2−6−

Шякил 2−6−,дя 21.0)(4),cos()(4 xxgxxf ==  функсийаларынын графикляри верилмишдир− Графикдян

эюрцнцр ки+ бу функсийаларын графики ики нюгтядя кясишир− Кясишмя нюгтяляринин абсисляри уйьун

олараг [ ] [ ]2,0,0,2-  парчаларында йерляшир−

Аналитик цсул− 0)( =xf  тянлийинин кюкляринин аналитик цсулла айрылмасы рийази анализ

курсунда юйрянилян функсийанын артмасы+ азалмасы+ тяклийи+ ъцтлцйц+ монотонлуьу+ ашаьыйа вя

йухарыйа габарыглыьы+ кясилмяз функсийанын парчада ян бюйцк вя кичик гиймятини алмасы кими

хасся вя теоремляря ясасланыр− Кюклярин айрылмасында ашаьыдакы теоремлярдян истифадя

едяъяйик−

Теорем 0− [ ]ba,  парчасында кясилмяз олан )(xf  функсийасы парчанын уъларында

мцхтялиф ишаряли гиймятляр алырса+ онда бу парчада 0)( =xf  тянлийинин щеч олмазса бир кюкц

вар−

Теорем 1− [ ]ba,  парчасынын уъларында мцхтялиф ишаряли гиймятляр алан )(xf  функсийасы

бу парчада кясилмяз вя монотон оларса+ онда бу парчада 0)( =xf  тянлийинин йеэаня кюкц

вар−
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Теорем 2− Яэяр )(xf  функсийасы [ ]ba,  парчасында кясилмяз вя пачанын уъларында

мцхтялиф ишаряли гиймятляр алырса+ )(xf ¢  бу парчада ишарясини сабит сахлайырса+ онда 0)( =xf

тянлийинин бу парчада йеэаня кюкц вар−

Тянлийин тягриби кюкцнцн дягигляшдирилмясиндя функсийа графикинин ашаьыдакы дюрд

щалындан истифадя едяъяйик− Бу щалларын щяр бириндя тянлийин кюкляри айрылмышдыр−

0)(,0)(
0)(,0)(
ff

fp

xfxf
bfaf
¢¢¢ 0)(,0)(

0)(,0)(
pp

pf

xfxf
bfaf
¢¢¢

                  Шякил 2−7− Шякил 2−8−

0)(,0)(
0)(,0)(
pf

fp

xfxf
bfaf
¢¢¢ 0)(,0)(

0)(,0)(
fp

pf

xfxf
bfaf
¢¢¢

Шякил 2−0/−                                                               Шякил 2−00−
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Шякил 2−7 вя 2−8,да функсийанын биринъи вя икинъи тяртиб тюрямялярини ишаряляри ейни+ шякил 2−0/

вя 2−00,дя ися мцхтялифдир− Бу яламятлярдян тянлийин тягриби кюкцнцн дягигляшдирилмясиндя

истифадя едяъяйик−

Мисал 3− 0)cos()sin( =- xxx  тянлийинин кюклярини аналитик цсулла айыраг− Йухарыда

0)cos()sin( =- xxx  тянлийинин  график цсулла кюклярини айырдыг− Гейд олунду ки+

)cos()sin()( xxxxf -=  тяк функсийа олдуьундан онун ox  оху иля кясишмя нюгтяляри

координат башланьыъына нязярян симметрик йерляшяъяк− )(xf  функсийасынын биринъи тяртиб

тюрямясини тапаг− )(xf  вя )sin()( xxxf =¢  функсийалары бцтцн ядяд охунда тяйин олунубдур−

Йухарыда гейд олунан теоремлярдян истифадя етмяк цчцн 0)( =¢ xf  тянлийини щялл едяк−

,...2,1,0,0)( ±±==Þ=¢ nnxxf p

0fx  областында )sin()( xxxf =¢  функсийасынын графики ox  охуну ,...2,1,0, == nnx p

нюгтяляриндя кясир− Онда ( )[ ] 1,1, ³+ nnn pp  интервалларында )(xf ¢  функсийасы ишарясини сабит

сахладыьындан )(xf  функсийасы монотондур− Гейд олунан парчанын уъларында функсийанын

мцхтялиф ишаряли гиймятляр алмасыны йохлайаг−

( )( ) ( ) ( )[ ] ( )( ) ( )[ ]=++-+*-=+ ))1(cos(11sincossin1)( nnnnnnnfnf pppppppp

=--+=++= +122 )1()1)(1())1(cos()cos()1( nnnnnnnn pppp

0)1()1()1( 2122 p+-=-*+= + nnnn n pp

Нятиъядя алырыг ки+ )(xf  функсийасы ( )[ ] 1,1, ³+ nnn pp  парчаларынын уъларында мцхтялиф ишаряли

гиймятляр алыр− Бу парчаларын щяр бириндя функсийанын биринъи тяртиб тюрямяси ишарясини сабит

сахладыьындан )(xf  функсийасы монотондур− 2,ъц теоремя эюря бу парчаларда тянлийин кюкц

йеэанядир− 0=x  тянлийи юдядийиндян тянлийин кюкцдцр− Бу кюкцн [ ]pp ,-  парчасында

йерляшдийини вя верилян тянлийин кюкляринин координат башланьыъына нязярян симметрик

йерляшдийини нязяря алсаг тянлийин кюкляринин айрылдыьы интерваллары йаза билярик−

[ ]pp ,-   вя ( )[ ] ,......43,2,1,1, ±±±=+ nnn pp

Тянлийин кюкляринин график йохса аналитик цсулла айрылмасынын ялверишли олмасы тянликдян

асылыдыр− Ола биляр ки бир цсул иля тянлийин кюклярини айырмаг мцмкцн олмасын− Мясялян+ шякил

2−0,дя графикдя эюстярилян 54321 ,,,, xxxxx  кюклярини аналитик цсулларла айырмаг мцмкцн

олдуьу щалда 76 , xx  кюклярини аналитик цсулла айырмаг мцмкцн дейил−

Мисал 4− 0133 =+- xx  тянлийинин кюклярини айыраг− 13)( 3 +-= xxxf  функсийасы

бцтцн ядяд охунда тяйин олунуб− Бу функсийанын артма вя азалма аралыгларыны+ бющран

нюгтялярини тапаг−
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( ) 1010,33)( 22 ±=Þ=-Þ=¢-=¢ xxxfxxf

Артма аралыьы− ( ) ( ) ( )+¥È-¥-Þ-Þ¢ ,11;010 2 ff xxf

Азалма аралыьы− ( ) ( )1;1010 2 +-Þ-Þ¢ pp xxf

)(xf  функсийасынын цфги асимптотларынын олмадыьыны нязяря алаг вя ( )1;-¥-  вя ( )+¥,1

интервалларында 2-=x  вя 2=x  нюгтялярини гейд едяряк ашаьыдакы ъядвяли гураг−

х

ф(х(
2-=x ( )1,2 --Îx 1-=x ( )1,1-Îx 1=x ( )2,1Îx 2=x

))(( xfsign ¢ ∗ ∗ / ⊥ / ∗ ∗

)(xf ,0 артыр 2 азалыр ,0 артыр 2

Бу ъядвялдян эюрцнцр ки+ )(xf  функсийасы [ ]1,2 -- + [ ]1,1-  вя [ ]2,1  парчаларынын уъларында

мцхтялиф ишаряли гиймятляр алыр вя бу аралыгларда )(xf ¢  ишарясини сабит сахлайыр− 2,ъц теоремя

эюря бу парчаларда тянлийин йеэаня кюкц вардыр− Демяли [ ]1,2 -- + [ ]1,1-  вя [ ]2,1  парчаларында

тянлийин кюкц айрылмышдыр−

Тапшырыг− Тянликлярин кюклярини айырын−

0− 0523 =-- xx

 1− )ln(2 xx =-

 2− 1)sin(2 =xx

2,ъц мювзц −Гейри-хятти тянликлярин кюкляринин дягигляшдирилмяси цсуллары

Кюклярин дягигляшдирилмясиндя парчанын йарыйа бюлцнмяси+ вятярляр ∋кясянляр(+

тохунанлар+ кясянляр вя тохунанлар цсулунун комбинасийасы вя итерасийа ∋ардыъыл йахынлашма(

цсулларына бахылыр− Итерасийа ∋ардыъыл йахынлашма( цсулу сыхылмыш иникас принсипиня ясасланыр вя

тятбиг сащяляри даща эенишдир− Бахылан цсулларда тянлийин кюкцнцн айрылдыьы парча ики щиссяйя

бюлцнцр− Тянлийин кюкцнцн йерляшдийи парча мцяййян едиляряк итерасийалар гурулур вя тянлийин

тягиби кюкц дягигляшдирилир−

Парчанын йарыйа бюлцнмяси цсулу

Гейд етдик ки+ гейри-хятти тянлийин тягриби цсулларла щялли ики мярщяляйя бюлцнцр− Бирин,

ъи мярщялядя тянлийин кюкляри айрылыр+ икинъи мярщялядя ися айрылмыш кюкляр дягигляшдирилир−

Тутаг ки ∋0( тянлийинин кюкц [ ]ba, -дя айрылмышдыр+ бу парчада )(xf  кясилмяздир вя

)(af 0)( pbf  шярти юдянир− ∋0( тянлийинин кюкцнц e  дягигликля тапмаг тяляб олунур− Буну
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ашаьыдакы гайда иля йериня йетиряк− [ ]ba, -ни [ ]0,ca вя [ ]bc ,0  кими ики щиссяйя бюлян 0c  нюгтяси

эютцряк− Яэяр 0)( 0 =cf  оларса+ 0cx =  тянлийин дягиг кюкцдцр+ якс щалда [ ]ba, -дя тянлийин

кюкц айрылдыьындан бу кюк [ ]0,ca  вя [ ]bc ,0  парчаларынын бириндя йерляшмялидир− Яэяр

)(af 0)( 0 pcf  оларса+ тянлийин кюкц [ ]0,ca  парчасында+ якс щалда ися [ ]bc ,0 -дя

йерляшяъякдир− Тянлийин кюкцнцн йерляшдийи парчаны [ ]11,ba  кими ишаря едиб+ 1c  нюгтяси иля ики

парчайа бюляк− Тянлийин кюкцнцн йерляшдийи  парчаны йцхарыда дейилян гайда иля мцяййян

едиб  просеси давам етдирсяк нятиъядя

[ ] [ ] [ ] [ ]nn babababa ,...,,, 2211 ÉÉÉÉ

парчалар ардыъыллыьы аларыг− Азалмайан { }na  ардыъыллыьы йухарыдан+ артмайан { }nb  ардыъыллыьы ися

ашаьыдан тянлийин дягиг
*x  кюкц иля мящдуддур− Мялумдур ки+ e£- nn ba  шярти юдяндикдя

[ ]nn bax ,Î"  тянлийин e  дягигликля кюкцдцр− Тянлийин кюкцнцн айрылдыьы парчанын ic

нюгтяляри иля ики парчайа айрылмасыны мцхтялиф цсулларла йериня йетирмяк олар− Бу заман ic ,

лярин сечилмяси еля олмалыдыр ки+ итерасийа просеси даща сцрятли олмагла+ компцтердя тятбиги

асан олсун−

1. Компцтердя ∋/−0( аралыьында тясадцфи ядядин алынмасы цчцн стандарт функсийа(Рнд(

нязярдя тутулмушдур− Rndbaac iiii *-+=  дцстуру иля тянлийин дягиг кюкцнцн йерляшдийи

парча ики щиссяйя бюлцнцр−

1− Парчаны 0,1: fll  нисбятиндя бюлян нюгтя

l
l
+

+
=

1
* ii

i
bac

дцстуру иля тапылыр− l  параметриня мцсбят гиймятляр вермякля мцхтялиф бюлэц нюгтяляри

алмаг олар− Практикада ic  нюгтясинин щяр ики цсул иля сечилмясиндян истифадя олунур− 1=l

олдугда тянлийин кюкцнцн айрылдыьы парча йарыйа бюлцнцр вя практикада даща эениш истифадя

олунур− Бу щалда щяр бир итерасийада парчанын цзцнлцьцнц щесабламаг олар−

baab -=-
2
1

11 + ,...,
2
1

222 baab -=- baab nnn -=-
2
1

Ахырынъы ифадядян e  дягигликля кюкцн тапылмасы цчцн итерасийаларын сайы тапыла биляр−

Þ£- enn ba Þ£- eban2
1

1)
2ln

lnln
(2 +

--
³Þ

-
³

e
e

ba
INTn

ban

 Параметрин 0,1 fll ¹  гиймятляриндя итерасийаларын сайыны мцяййян етмяк олмур− Парчанын
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йарыйа бюлцнмяси цсулу иля e  дягигликля тягриби кюкцн тапылмасы цчцн щесабат блок схеми

ашаьыда верилмишдир ∋шякил 2−01(−

Шякил 2−01

§3.1. мисал 0,дя 01)sin( =-xx  тялийинин кюкляринин айрылмасына бахдыг− Бу кюклярдян бири

[ ]3.1,8.0  парчасында йерляшир− Тянлийин бу парчада йерляшян кюкцнц /−//0 дягигликля тапаг−

Матщъад системиндя тяртиб олунмуш щесабат блокунда итерасийаларын сайы вя щяр бир

итерасийада+ парчанын цъларында вя орта нюгтясиндя 1)sin( -xx  ифадясинин гиймяти+ тянлийин

кюкцнцн йерляшдийи парчанын узунлуьу якс олунмушдур− 8,ъу итерасийада парчанын узунлуьу

тяляб олунан дягигликдян кичик олдуьундан [ ]1144531.1,1134766.1  парчасында йерляшян щяр

бир ядяд тянлийин тяляб олунан дягигликля кюкцдцр−
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Тяртиб олунмуш щесабат блокундан истифадя едяряк тянлийин диэяр кюклярини тяляб

олунан дягигликля тапмаг олар−

Вятярляр ∋кясянляр( цсулу

Бязи ядябиййатларда бу цсул “хятти интерполйасийа“, “мцтанасиб щиссяляр“ кими адларла

верилир− Цсулун мащиййяти ∋0( тянлийинин кюкцнцн айрылдыьы [ ]ba,  парчасында )(xf

функсийасынын графикинин ону эярян вятярля явяз одунмасы+ функсийа графикинин ox  оху иля

кясишмя нюгтяси явязиня+ вятярин ox  оху иля кясишмя нюгтясини тапмагла тянлийин
*x  кюкцня

йахынлашмаларын гурулмасындан ибарятдир− Чякилян вятяр парчаны ики щиссяйя бюлцр− Тянлийин

кюкцнцн йерляшдийи парчанын мцяййян олунмасында функсийанын биринъи вя икинъи тяртиб

тюрямяляринин ишарясиндян истифадя олунур−

0− ( ) 0)( fxfxf ¢¢*¢  щалына бахаг ∋шякил 2−7 вя 2−8(− ( ))(, afaA  вя ( ))(, bfbB

нюгтяляриндян кечян дцз хяттин тянлийини йазаг−

ab
ax

afbf
afy

-
-

=
-

-
)()(

)(
∋5(

Бу дцз хяттин ox  оху иля кясишмя нюгтясини тапмаг цчцн ∋5(,да 0=y  йазаг− Вятярля ox

охунун кясишмя нюгтяси цчцн ашаьыдакы дцстуру аларыг−

)()(
))((

1 afbf
abafax

-
-

-=

Шякил 2−02

Тянлийин кюкц [ ]bx ,1  парчасында йерляшяъяк ∋шякил 2−02(− ( ))(, 111 xfxA  вя ( ))(, bfbB

нюгтяляриндян кечян дцз хяттин ox  оху иля кясишмя нюгтяси 2x  ашаьыдакы дцстурла тапылар−
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)()(
))((

1

11
12 xfbf

xbxfxx
-

-
-=

Тянлийин кюкц [ ]bx ,2  парчасында йерляшяъяк− Бу просеси давам етдирсяк цмуми щалда 1+n -ъи

йахынлашма цчцн

)()(
))((

1
n

nn
nn xfbf

xbxfxx
-

-
-=+ ∋6(

дцстуруну аларыг− Нятиъядя бир уъу дяйишмяйян [ ] [ ] [ ] [ ]bxbxbxba n ,...,,, 121 +ÉÉÉÉ  парчалар

ардыъыллыьыны  аларыг− { }nx  ардыъыллыьы монотон артан вя йухарыдан тянлийин
*x  кюкц

bxxxxxa n ppppppp *...321

иля мящдуд олдуьундан  бу ардыъыллыьын лимити вар: *

¥®
= xxnn

lim

1− ( ) 0)( pxfxf ¢¢*¢  щалына бахаг ∋шякил 2−0/ вя 2−00(− ( ))(, afaA  вя ( ))(, bfbB

нюгтяляриндян кечян дцз хяттин тянлийини йазаг−

ba
bx

bfaf
bfy

-
-

=
-

-
)()(

)(

Бу дцз хяттин ox  оху иля кясишмя нюгтясини тапаг−

)()(
))((

1 afbf
abbfbx

-
-

-=

Шякил 2−03

Тянлийин кюкц [ ]1, xa  парчасында йерляшяъяк ∋шякил 2−03(− Биринъи щалда олдуьу кими

просеси давам етдирсяк цмуми щалда n -ъи йахынлашма цчцн
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)()(
))((

1

11
1

-

--
- -

-
-=

n

nn
nn xfaf

xaxfxx ∋7(

дцстуруну аларыг− Нятиъядя бир уъу дяйишмяйян [ ] [ ] [ ] [ ]nxaxaxaba ,,,, 21 ÉÉÉÉ L  парчалар

ардыъыллыьыны аларыг− { }nx  ардыъыллыьы мономтон азалан вя ашаьыдан тянлийин
*x  кюкц

bxxxxxa n ppppppp 123...*

иля мящдуд олдуьундан  бу ардыъыллыьын лимити вар: *

¥®
= xxnn

lim

Тянлийин кюкцнцн дахил олдуьу парчанын дяйишмяйян уъунун ∋тярпянмяз уъ+

тярпянмяз нюгтя( мцяййян олунмасы иля щесабат дцстурлары сечилир− Йухарыда парчанын

дяйишмяйян уъуну биринъи вя икинъи тяртиб тюрямяляринин ишаряляринин ейни олмасы иля мцяййян

етдик− Даща садя йолла бу мцяййян олуна биляр− Яэяр парчанын б уъунда функсийанын ишаряси

иля икинъи тяртиб тюрямянин ишаряси цст-цстя дцшярся+ итерасийа просесиндя парчанын бу уъу

дяйишмир− Бу щалда щесабатлар ∋6( дцстуру иля+ якс щалда ися ∋7( дцстуру иля апарылыр−

Бу цсулдан тянлийин кюкцнцн айрылдыьы [ ]ba, парчасында )(xf ¢  функсийасынын ян бюйцк

(М( вя ян кичик ∋м( гиймятляри арсаында mM 2£  шярти юдяндикдя истифадя олунур− [ ]ba,

парчасында ( )xf ¢¢  функсийасынын ишаряси сабит олдуьундан )(xf ¢ функсийасы ян бюйцк вя ян кичик

гиймятини парчанын уъларында алаъагдыр− Исбат олунмушдур ки+ mM 2£  шярти юдяндикдя

epp 1-
* -- nnn xxxx

шярти юдянир− Демяли+ ∋6( вя йа ∋7( дцстурлары иля щесабатлар апарараг+ { }nx  ардыъыллыьынын ики

ардыъыл щяддинин фяргинин мцтляг гиймяти тяляб олунан e  дягиглийиндян кичик олдугда щесабат

просесини сахламаг олар− Бу заман n -ъи йахынлашманын nx  гиймяти ∋0( тянлийинин e

дягигликля тягриби кюкцдцр− Вятярляр цсулу иля тягриби кюкцн тапылмасы цчцн щесабат блок

схеми шякил 2−04,дя верилмишдир−

Мисал− §3.2.1-дя 01)sin( =-xx  тянлийинин кюкц парчаны йарыйа бюлмя цсулу иля

дягигляшдирилди− Вятярляр цсулу иля тягриби кюкцн дягигляшдирилмяси цчцн парчаны йарыйа бюлмя

цсулунда тяляб олунмайан ялавя шяртляр юдянмялидир− Биринъи нювбядя тянлийин кюкцнцн

айрылдыьы еля парча мцяййян олунмалыдыр ки+ 1)sin()( -= xxxf  функсийасынын биринъи тяртиб

тюрямясинин бу парчада ян кичик вя ян бюйцк гиймятляри арасында mM 2£  шярти юдянсин−

Беля парча мцяйян олундугдан сонра парчанын тярпянмяз уъу мцяййян олунмалыдыр−

Матщъад системиндя функсийанын биринъи вя икинъи тяртиб тюрямяляри цчцн аналитик ифадяляр

тапылмыш+ онларын графикляри гурулмушдур− [ ]1142.1,113.1  парчасында функсийанын биринъи

вя икинъи тяртиб тюрямяляри юз ишарялярини сабит сахлайыр− Демяли+ бахылан парчада функсийанын
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биринъи тяртиб тюрямяси монотондур− Онда функсийанын биринъи тяртиб тюрямяси ян кичик ∋м( вя

ян бюйцк ∋М( гиймятини парчанын цъларында алыр− Матщъад системиндя тяртиб олунмуш щесабат

блокунда функсийанын тюрямяляринин аналитик ифадяляри+ бахылан парчанын уъларында

функсиайанын вя тюрямяляринин гиймятляри верилмишдир−

Бу гиймятляря эюря парчанын a  уъунда функсийанын вя икинъи тяртиб тюрямянин ишаряси

цст-цстя дцшцр− Демяли парчанын a  уъу вятярляр цсулунда дяйишмяйяъякдир− Парчанын

уъларында биринъи тяртиб тюрямянин гиймятляри mM 2£  шяртини юдяйир− Бу ися вятярляр

цсулунда ики ардыъыл итерасийа нятиъяляриня эюря тяляб олунан дягигликля тягриби кюкцн

тапылмасына инкан верир− Матщъад мцщитиндя тяртиб олунмуш фрагментдя сыфырынъы йахынлашма

кими парчанын б уъу эютцрцлмцшдцр− Щяр бир итерасийада )(xf  функсийасынын гиймяти ∋т(+

вятярляр цсулу иля щесабат ∋х( вя ики ардыъыл итерасийа гиймятляринин фяргини (й( мцяййян етмяк

цчцн дювр гурулмушдур−
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Алынмыш нятиъялярдян эюрцнцр ки+ 1,ъи итерасийада ики ардыъыл тягриби кюкцн гиймятляр фярги

/−////////77,я бярабярдир− Демяли х<0−00304603/761 верилян тянлийин /−///////0

дягигликля тягриби кюкцдцр−

Шякил 2−04

Тохунанлар ∋Нйутон( цсулу

Тутаг ки+ ∋0( тянлийинин кюкц [ ]ba,  парчасында айрылмышдыр− Бу парчада )(xf ¢  вя ( )xf ¢¢

функсийалары ишарялярини сабит сахламагла кясилмяздирляр− Тохунанлар цсулунун мащиййяти ∋0(

тянлийинин кюкцнцн айрылдыьы [ ]ba,  парчасында )(xf  функсийасынын графикинин она парчанын

уъларынын бириндян чякилян тохунанла явяз одунмасы+ функсийа графикинин ox  оху иля кясишмя

нюгтяси явязиня тохунанын ox  оху иля кясишмя нюгтясини тапмагла+ тянлийин
*x  кюкцня

йахынлашмаларын гурулмасындан ибарятдир− Бу тохунан [ ]ba,  парчасыны ики щиссяйя бюлцр−

Тянлийин кюкцнцн йерляшдийи парча функсийанын биринъи вя икинъи тяртиб тюрямяляринин ишаряси

иля мцяййян олунур− ∋0( тянлийинин кюкляринин айрылмасында дюрд щала бахмышдыг−

Ы−
0)(,0)(

0)(,0)(
ff

fp

xfxf
bfaf
¢¢¢

ЫЫ−
0)(,0)(

0)(,0)(
pp

pf

xfxf
bfaf
¢¢¢
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ЫЫЫ−
0)(,0)(

0)(,0)(
pf

fp

xfxf
bfaf
¢¢¢

          ЫВ−
0)(,0)(

0)(,0)(
fp

pf

xfxf
bfaf
¢¢¢

0,ъи вя 1,ъи щаллардан бириня бахмаг кифайятдир− Она эюря ки+ 1,ъи щалдакы шяртляри 0,ъи

щалдакы шяртляри ,0,я вурмагла алмаг олар ∋шякил 2−7 вя2−8(− Ейни нятиъяни 2,ъц вя 3,ъц щаллара

аид етмяк олар− Диэяр тяряфдян 0,ъи вя 1,ъи щалларда ( ) 0)( fxfxf ¢¢*¢ + 2,ъц вя 3,ъц щалларда

ися ( ) 0)( pxfxf ¢¢*¢  шяртляри юдянир ∋Шякил 2−0/ вя 2−00(−

Ы− ( ) 0)( fxfxf ¢¢*¢  шярти юдянян щаллардан биринъисиня бахаг− Шякил 2−05,дан эюрцнцр

ки+ ( ))(, afaA  нюгтясиндя чякилян тохунан [ ]ba,  парчасынын дахили нюгтясиндя ox  охуну

кясмир− ( ))(, bfbB  нюгтясиндя )(xfy =  функсийасынын графикиня чякилян тохунан ися [ ]ba,

парчасынын дахили нюгтясиндя ox  охуну кясир− Демяли, ( ))(, bfbB  нюгтясиндя чякилян тохунан

[ ]ba,  парчасыны ики щиссяйя бюляъякдир− Бу нюгтядя тохунанын тянлийини йазаг вя ox  оху иля

кясишмя нюгтясини тапаг−

( ) ( ) ( )bfbxbfy +-*¢=  + ( )
( )bf
bfbxy
¢

-=Þ= 10 ∋8(

Шякил 2−05

Тянлийин кюкц [ ]1, xa  парчасында йерляшяъяк− ( ))(, 111 xfxB  нюгтясиндя тохунан чякяк

вя ox  оху иля кясишмя нюгтясини тапаг

( )
( )1

1
12 xf

xfxx
¢

-=

Бу просеси давам етдирсяк
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( )
( )1

1
1

-

-
- ¢
-=

n

n
nn xf

xf
xx

йахынлашмаларыны аларыг− Бу йахынлашмалар тянлийин кюкцнцн йерляшдийи парчанын бир уъуну

мцяййян едир9 [ ]nxa, − Нятиъядя { }nx  тягриби кюкляр ардыъыллыьыны аларыг−

bxxxxxa n ppppppp 123...*

Бу ардыъыллыг монотон азалан вя ашаьыдан тянлийин
*x  кюкц иля мящдуд олдуьундан онун

лимити вар9 *

¥®
= xxnn

lim −

ЫЫ− Ы ( ) 0)( pxfxf ¢¢*¢  шярти юдянян щаллардан биринъисиня бахаг− Шякил 2−06,дян

эюрцнцр ки+ ( ))(, bfbB  нюгтясиндя чякилян тохунан [ ]ba,  парчасынын дахили нюгтясиндя ox

охуну кясмир− ( ))(, afaA нюгтясиндя )(xfy =  функсийасынын графикиня чякилян тохунан ися

[ ]ba,  парчасынын дахили нюгтясиндя ox  охуну кясир− Демяли+ ( ))(, afaA  нюгтясиндя чякилян

тохунан [ ]ba,  парчасыны ики щиссяйя бюляъякдир− Бу нюгтядя тохунанын тянлийини йазаг вя ox

оху иля кясишмя нюгтясини тапаг−

( ) ( ) ( )afaxafy +-*¢= ( )
( )af
afaxy
¢

-=Þ= 10 ∋0/(

Шякил 2−06

Тянлийин кюкц [ ]bx ,1  парчасында йерляшяъяк− ( ))(, 111 xfxA  нюгтясиндя тохунан чякяк
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вя ox  оху иля кясишмя нюгтясини тапаг−

( )
( )1

1
12 xf

xfxx
¢

-=

Бу просеси давам етдирсяк

( )
( )1

1
1

-

-
- ¢
-=

n

n
nn xf

xf
xx ∋00(

йахынлашмалары тянлийин
*x кюкцнцн йерляшдийи [ ]bxn ,  парчасынын бир уъуну мцяййян едяъяк−

Нятиъядя { }nx  тягриби

bxxxxxa n pppLpppp *
321

кюкляр ардыъыллыьыны аларыг− Бу ардыъыллыг  монотон артан вя йухарыдан тянлийин
*x  кюкц иля

мящдуд олдуьундан онун лимити вар9 *

¥®
= xxnn

lim −

Эюрцндцйц кими вятярляр цсулунда олдуьу кими бу цсулда да тянлийин кюкцнцн дахил

олдуьу парчанын  бир уъу итерасийа просесиндя дяйишмир ∋тярпянмяз уъ+ тярпянмяз нюгтя(−

Тохунанлар цсулунда парчанын тохунан чякиляъяк уъунун мцяййян олунмасы иля

щесабат дцстурлары сечилир− Арашдырылан щалларда парчада функсийанын биринъи вя икинъи тяртиб

тюрямяляринин ишаряляринин ейни олдуьу  уъда тохунан чякдик− Бу башга йолла да мцяййян

олуна биляр− Яэяр парчанын уъунда функсийанын ишаряси иля икинъи тяртиб тюрямянин ишаряси цст,

цстя дцшярся парчанын бу уъунда функсийа графикиня тохунан чякилмялидир− Итерасийа

просесиндя ися тянлийин кюкцнцн йерляшдийи парчанын диэяр уъу дяйишмяйяъякдир− Демяли

( ) 0)( fxfaf ¢¢*  олдугда тянлийин дягиг кюкцня биринъи йахынлашма ∋0/( дцстуру иля+

( ) 0)( fxfbf ¢¢*  олдугда ися биринъи йахынлашма ∋8( дцстуру иля щесабланмалы вя сонракы

итерасийалар ∋00( дцстуру иля апарылмалыдыр− Итерасийа просесиндя хятанын гиймятляндирилмясиня

бахаг−

Тутаг ки+ )(xf  функсийасы [ ]ba,  парчасында диференсиалланандыр− Лагранж теореминя

эюря [ ]ba,Î$q  тапмаг олар ки+

))(()()( ** -¢=- xxfxfxf q

шярти юдянсин− 0)(,0)( ¹¢¹ qfxf  олдуьуну нязяря алаг−

)(
)())(()(
q

q
f

xfxxxxfxf
¢

=-Þ-¢= **

( )xf ¢  функсийасынын ],[ ba  парчасында ян кичик гиймятини ( )xfm ¢=min  ишаря едяк−

Онда
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( ) e
q

££
¢

=- *

m
xf

f
xf

xx
)()(

шяртини аларыг− Демяли щяр бир итерасийада

e£
m
xf n )(

∋01(

шятини йохламагла ∋0( тянлийинин e  дягигликля nx  тягриби кюкцнц тапа билярик− Вятярляр

цсулунда олдуьу кими ∋01( шяртиндян [ ]ba,  парчасында )(xf ¢  функсийасынын ян бюйцк ∋М( вя

ян кичик ∋м( гиймятляри арсаында mM 2£  шярти юдяндикдя истифадя олунур− Тохунанлар цсулу

иля щесабат блок схемини тяртиб едяк ∋шякил 2−07(−

Шякил

§3.2.2-дя щялл едилмиш мисалы тохунанлар цсулу иля щялл едяк− [ ]1142.1,113.1

парчасынын 113.1=a  уъу тярпянмяз олдуьундан бу уъда функсийа графикиня тохунан чякяк

вя сыфырынъы йахынлашма кими 113.10 =x  эютцряк− Матщъад системиндя тохунанлар цсулу иля

щялл цчцн щесабат блоку ашаьыда верилмишдир− Щяр бир итерасийада тянлийин тягриби кюкц+

функсийанын гиймяти вя ики ардыъыл итерасийа нятиъяляринин фярги сцтун вектору шякилиндя якс

олунмушдур−
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Алынмыш нятиъялярдян эюрцнцр ки+ 1,ъи итерасийада ики ардыъыл тягриби кюкцн гиймятляр

фярги /−///////446,я бярабярдир− Демяли+ х<0−00304603/76082 верилян тянлийин /−///////0

дягигликля тягриби кюкцдцр− Тяртиб олунмуш щесабат блокларындан истифадя едяряк мцхтялиф

мисаллары тохунанлар цсулу иля щялл етмяк олар−

Вятярляр вя тохунанлар цсулларынын комбинасийасы

Бу цсул бязи ядябиййатларда гарышыг цсул ады иля верилир− Вятярляр вя тохунанлар

цсулларында тягриби кюкцн хятасынын гиймятляндирилмяси цчцн еля парча тяляб олунур ки+

функсийанын биринъи тяртиб тюрямясинин тянлийин кюкцнцн айрылдыьы парчада ян бюйцк ∋М( вя ян

кичик ∋м( гиймятляри арасында mM 2£  шярти юдянсин− Бу ися вятярляр вя тохунанлар цсулунун

тятбиги цчцн яввялъядян мцхтялиф цсулларла парчанын мцяййян олунмасыны тяляб едир вя

мцяййян чятинликляр йарадыр− Она эюрядя практикада бу цсулларын щяр икисиня ясасланан

комбиня цсулундан истифадя едирляр− Бу цсулда тягриби кюкцн гиймятляндирилмяси парчанын

йарыйа бюлцнмяси цсулунда олдуьу кими тянлийин
*x  кюкцнцн йерляшдийи парчанын узунлуьу

иля мцяййян олунур− Бу цсулун мащиййяти тянлийин кюкцнцн айрылдыьы парчада
*x  кюкцня бир

тяряфиндян вятярляр+ диэяр тяряфдян ися тохунанлар цсулуна ясасланараг итерасийаларын

гурулмасы иля тянлийин кюкцнцн йерляшдийи парчанын узунлуьунун тяляб олунан e
дягиглийиндян кичик олана гядяр давам етдирилмясиндян ибарятдир− Вятярляр вя тохунанлар

цсулларында олдуьу кими бу цсулдада ики щала бахаъаьыг−
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Тутаг ки+ ∋0( тянлийинин кюкц [ ]ba,  парчасында айрылмышдыр ∋шякил 2−06(−

0,ъи щал− ( ) 0)( pxfxf ¢¢*¢  шяртляри юдянир ∋шякил 2−0/ вя 2−00(− Биринъи итерасийада

парчанын 1a  уъу тохунанлар цсулу иля+ 1b  уъу ися вятярляр цсулу иля мцяййян олунмалыдыр

(шякил 2−08(−

( )
( )af
afaa
¢

-=1

)()(
))((

1 afbf
abbfbb

-
-

-=

Цмуми щалда ися ашаьыдакы

дцстурларла итерасийалар  апарылыр−

( )
( )1

1
1

-

-
- ¢
-=

n

n
nn af

af
aa

)()(
))((

1

11
1

-

--
- -

-
-=

n

nn
nn bfaf

babfbb

,.....4,3,2=n

1,ъи щал− ( ) 0)( fxfxf ¢¢*¢  ∋шякил 2−7 вя 2−8(− Бу щалда биринъи итерасийада тянлийин

кюкцнцн йерляшдийи парчанын 1a  уъу вятярляр+ 1b  уъу ися цсулу тохунанлар цсулу иля мцяййян

олунмалыдыр ∋шякил 2−1/(−

)()(
))((

1 afbf
abafaa

-
-

-=

( )
( )bf
bfbb
¢

-=1

Цмуми щалда ися ашаьыдакы

дцстурларла итера-сийалар апарылыр−

[

)()(
))((

1

11
1

-

--
- -

-
-=

n

nn
nn afbf

abffaa

( )
( )1

1
1

-

-
- ¢
-=

n

n
nn nf

bfbb ,.....4,3,2=n

Тянлийин
*x  кюкц n -ъи йахынлашмада [ ]nn ba ,  парчасында йерляшяъякдир− e£- nn ba

шярти юдяндикдя [ ]nn bax ,Î"  гиймяти ∋0( тянлийинин e  дягигликля тягриби кюкцдцр− Практикада

∋0( тянлийинин e  дягигликля тягриби кюкц кими

Шякил 2−1/−

Шякил 2−08
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2
nn bax +

=

эютцрцлцр− Комбиня цсулунун щесабат блок схемини шякил 2−10,дя верилмишдир−

Шякил 2−10

§2−1−1 вя §2−1−2,дя Матщъад системиндя тяртиб олунмуш щесабат блокларыны

бирляшдирсяк+  тянлийин комбиня цсулу иля тягриби кюкцнцн  тяляб олунан дягигликля тапылмасыны

йериня йетиря билярик−

3,ъц мювзу  Итерасийа цсулу

Бу цсул тятбиг сащяляриня эюря яввялки цсуллардан даща эенишдир− Бу цсулдан гейри,

хятти тянликлярин+ хятти вя гейри-хятти тянликляр системинин+ диференсиал вя интеграл тянликлярин
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щяллиндя истифадя олунур− Вятярляр вя тохунанлар цсуллары да итерасийа цсулларыдыр− Бу цсулун

мащиййяти кюкц [ ]ba,  парчасында айрылмыш ∋0( тянлийини

( )xx j= ∋02(

каноник шякилиня эятирмяк+ ∋0( тянлийинин явязиня ∋02( тянлийиндян истифадя едяряк+ гейд

олунмуш [ ]bax ,1 Î  биринъи йахынлашмасына эюря ( )12 xx j=  йахынлашмасыны+ цмуми щалда ися

∋0( еляъядя ∋02( тянлийин кюкцня йыьылан

( )1-= nn xx j ∋03(

ардыъыллыьынын гурулмасындан ибарятдир− Кясянляр цсулунда ∋7( дцстурунда

( )
)()(
))((

1

11
11

-

--
-- -

-
-=

n

nn
nn xfaf

xaxfxxj ∋04(

явязлямяси апарсаг ∋03( дцстуруну аларыг− Еляъядя тохунанлар цсулунда ∋00( дцстурунда

( ) ( )
( )1

1
11

-

-
-- ¢
-=

n

n
nn xf

xf
xxj ∋05(

явязлямяси апарсаг+ ∋03( дцстуруну аларыг− ( )xj  функсийасы ∋04( вя ∋05( дцстурлары иля

мцяййян олундугда ∋03( мцнасибяти иля мцяййян олунан { }nx  ардыъыллыьы монотон ∋ артан вя

йа азалан(+ мящдуд ∋йухарыдан вя йа ашаьыдан( олдуьундан йыьыландыр− Бу ардыъыллыьын лимити

∋0( еляъядя ∋02( тянлийинин кюкцдцр− ∋0( тянлийини мцхтялиф йолларла ∋02( тянлийиня эятирмяк

олар− Мясялян+

( )x
x

xxx 1

3
3

3
1

013 j=
+

=Þ=+-   вя йа ( )xxx 2
3 13 j=-=

Бурадан беля бир суал чыхыр− ∋03( мцнасибяти иля мцяййян олунан ардыъыллыьын йыьылан

олмасы ( )xj  функсийасындан асылыдырмы> Бу ардыъыллыьын лимити ∋02( тянлийини юдяйяъякми?

(14) мцнасибятинин щяр тяряфинин ¥®n  шярти иля лимитини тапаг вя ( )xj  функсийасынын

кяслмяз олдуьуну нязяря алаг:

( ) ( )**
-¥®¥®

=Þ= xxxx nnnn
jj 1limlim

Демяли ∋03( мцнасибяти иля мцяййян олунан ардыъыллыьын лимити ∋02( еляъядя ∋0(

тянлийини юдяйяъякдир− { }nx  ардыъыллыьынын ( )xj  функсийасындан асылы олараг йыьылан вя йа

даьылан олмасыны мцяййян етмяк цчцн итерасийа цсулунун щяндяси мянасыны айдынлашдыраг−

Айдындыр ки+ ∋0( еляъядя ∋02( тянлийинин
*x  кюкц xy =  вя ( )xy j=  функсийаларынын

графикляринин кясишмя нюгтяляринин абсисидир ∋шякил 3.11 а+б+ъ+д(−
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Шякил 2−11−

Тянлийин кюкцнцн айрылдыьы [ ]ba,  парчасында 1x  биринъи йахынлашманы эютцрцб+ ( )xy j=

функсийасынын графики цзяриндя ( )( )111 , xxM j  нюгтясини гейд едяк ∋шякил 2−11 а+б+ъ+д(− Бу

нюгтядян ox  охуна паралел дцз хятт чяксяк+ xy =  дцх хятти иля кясишмя нюгтясинин

координатлары ( )( )111 ),( xxN jj  олар− ( )12 xx j=  ишарялямяси апарыб+ ( )221 , xxN  нюгтясиндян

шагули дцз хятт чяксяк+  бу дцз хяттин ( )xy j=  функсийасынын графики иля кясишмя нюгтясинин

координатлары ( )( )222 , xxM j  олар− Йеня дя ( )( )222 , xxM j  нюгтясиндян ox  охуна паралел дцз

хятт чяксяк+ xy =  дцх хятти иля кясишмя нюгтясинин координатлары ( )( )222 ),( xxN jj  олар−

( )23 xx j=  ишарялямяси апарыб+ ( )332 , xxN  нюгтясиндян шагули дцз хятт чякиб ( )xy j=

функсийасынын графики иля кясишмя нюгтясини ( )( )333 , xxM j  тапа билярик− Бу гайда иля просеси

давам етдирсяк+ ( )xy j=  функсийасынын графики цзяриндя абсисляри уйьун олараг

,...,...,,, 321 nxxxx  олан ,...,...,,, 321 nMMMM  нюгтяляр ардыъыллыьыны аларыг− Беляликля
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(шякил 2−11 а+б( тяпяляри нювбя иля эащ ( )xy j= + эащда xy =  функсийаларынын графикляри

цзяриндя йерляшян+ тяряфляри ися цфги вя йа шагули олан сыныг хяттин абсисляри ,...)3,2,1(, =ixi

олан тяпя нюгтяляри иля ∋02( тянлийинин
*x кюкцня йахынлашманы алырыг− Бахылан щалда ∋шякил

2−11 а+б( { }nx  ардыъыллыьы йыьыландыр− Шякил 2−11 ъ+д щалларында ися яксиня+ абсисляри

,...)3,2,1(, =ixi  олан тяпя нюгтяляри иля ∋02( тянлийинин
*x кюкцндян узаглашманы алырыг− Бу

щалда ∋шякил 2−11 ъ+д( { }nx  ардыъыллыьы даьыландыр− Шякил 2−11 а+ъ щалларында сыныг хятт пиллявари+

Шякил 2−11 б+д щалларында ися спиралвари адланыр− Бу дейилянляр итерасийа цсулунун щяндяси

мянасыдыр−  Бурадан эюрцнцр ки+ ( )1-= nn xx j  дцстуру иля алынан { }nx  ардыъыллыьынын йыьылан вя

йа даьылан олмасы ( )xy j=  функсийасындан асылыдыр−  Бахылан щалларда { }nx  ардыъыллыьы

щаггында mülahizəni ( )xy j=  функсийасынын схематик гурулмуш графикиня эюря мцяййян

етдик− Практикада ( )xy j=  функсийасынын графикиня эюря ( )1-= nn xx j  ардыъыллыьынын йыьылан

олмасыны мцяййян етмяк мягсядяуйьун дейил вя яксяр щалларда башга цсуллардан истифадя

олунур−

 Сыхан иникас

Тутаг ки+ [ ]ba,  парчасында кясилмяз олан ( )xy j=  функсийасы верилмишдир− Бу

парчадан эютцрцлмцш ихтийари 0x  нюгтясиня ординат охунда ( )00 xy j=  нюгтяси уйьундур вя

0y  нюгтяси 0x  нюгтясинин образы адланыр− Исбат етмяк олар ки+ ( )xy j=  функсийасы кясилмяз

олдугда [ ]ba,  парчасынын образы да парчадыр− ( )xy j=  монотон артан олдугда+ [ ]ba,

парчасынын образы [ ])(),( ba jj + монотон азалан олдугда ися [ ])(),( ab jj  парчасы олар−  Ола

биляр ки+ [ ]ba,  парчасынын образы олан [ ]11,ba  парчасы+ [ ]ba,  парчаынын бир щиссяси олсун−

Мясялян, 13 += xy  функсийасы [ ]8,1  парчасыны [ ]3,2  парчасына иникас едир− [ ] [ ]8,13,2 Ì −

Айдындыр ки+ ( )xy j=  функсийасы [ ]11,ba  парчасыны онун бир щиссяси олан

[ ] [ ]1122 ,, baba Ì  парчасына иникас етдиряъякдир− Бу просеси давам етдирсяк

[ ] [ ] [ ] [ ] LL ÉÉÉÉÉ nn babababa ,,,, 2211 ∋06(

парчалар ардыъыллыьыны аларыг− Бурада щяр бир [ ]ii ba ,  парчасы [ ]11, -- ii ba  парчасынын ( )xy j=

функсийасы иля иникасыдыр− Бу просеси сонсуз давам етдирдикдя+  йа бцтцн [ ]nn ba ,  парчаларында
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йерляшян [ ]** ba ,  парчасыны+ йа да бцтцн парчаларын ортаг нюгтяси олан
*x  нюгтясини аларыг−

Сонунъу щалда [ ]nn ba ,  парчалар системинин
*x  нюгтясиня чеврилмясини изащ етмяк цчцн сыхан

иникас анлайышыны веряк− Яэяр ( )xj  функсийасы иля иникас заманы ики нюгтя арасында мясафя m

∋м>1) дяфя кичилярся , онда бу иникас сыхан иникас адланыр− Йяни еля бир π∋/;π;0( ядяди

тапмаг мцмкцнся ки+ [ ]baxx ,, 21 Î"  цчцн ( ) ( )21 , xdxc jj ==  олдугда

( ) ( ) [ ] [ ]212121 ,, xxdcxxqxxdc ÌÞ-£-=- jj ∋07(

шярти юдянсин+ онда дейирляр ки+ ( )xy j=  функсийасы иля йериня йитирилян иникас  сыхан иникасдыр−

Бу дейилянляри нязяря алсаг+ ( )xj  иникасы иля алынан ∋06( парчалар системи цчцн ашаьыдакы

гиймятляндирмяни  апара билярик−

baqbaqbaqba n
nnnnnn -££-£-£- ---- .....22

2
11

/;π;0 олдуьуну нязяря алсаг 0lim =
¥®

n

n
q  олар−

Бу ися о демякдир ки+ [ ]nn ba ,  парчаларынын узунлуьу ¥®n  олдугда сыфыра бярабяр

олур+ йяни парча нюгтяйя чеврилир− Бу нюгтя тярпянмяз нюгтя адланыр−

Теорем− Тутаг ки+ ( )xy j=  функсийасы [ ]ba,  парчасында кясилмяз вя

диференсиалланандыр вя парчада [ ]bax ,Î"  цчцн

( ) 1pqx £¢j ∋08(

шярти юдянир− Онда [ ]ba,  парчасынын ( )xy j=  функсийасы иля иникасы сыхандыр−

Исбаты− Лагранж теореминя эюря [ ]baxx ,, 21 Î"  цчцн [ ]bac ,Î$  тапмаг олар ки+

( ) ( ) ( ) 1212 xxcxx -¢=- jjj

шярти юдяняр− ∋08( –а эюря ( ) Þ£¢ 1pqxj ( ) 1pqc £¢j  олдуьуну нязяря алсаг ∋07( шяртини

аларыг− Демяли ( )xy j=  функсийасы иля йериня йетирилян иникас сыхан иникасдыр−

Теорем исбат олунду−

 Итерасийа цсулунун йыьылмасы

Теорем− Тутаг ки+ ашаьыдакы шяртляр юдянир−

0− ( )xy j=  функсийасы [ ]ba,  парчасында кясилмяз вя диференсиалланандыр−

1− [ ]bax ,Î"  цчцн еля бир π∋/;π;0( ядяди вар ки+ ( ) 1pqx £¢j  шярти юдянир−

2− ( )1-= nn xx j  ардыъыллыьынын бцтцн щядляри [ ]ba,  парчасында йерляшир−
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Онда [ ]bax ,0 Î"  башланьыъ йахынлашмасы цчцн { }nx  ардыъыллыьынын лимити вар вя бу лимит

∋02( тянлийинин кюкцдцр−

*

¥®
= xxnn

lim   вя ( )** = xx j

Исбаты− Теоремин 0 вя 1 шяртляриндян эюрцнцр ки+ ( )xy j=  функсийасы сыхан иникасдыр−

Теоремин шяртлярини нязяря алыб+ { }nx  ардыъыллыьынын ики щяддинин фяргини гиймятляндиряк9

( ) ( ) ( ) ( ) £-=-£-=- --+--+--++ 221111 nknnknnknnkn xxqxxqxxxx jjjj

[ ]£-+-+-£-££-£ ---+ 11201022
2 ........ kk

n
k

n
nkn xxxxxxqxxqxxq

[ ] 0101
2

01
2

0101 1
.... xx

q
qxxqxxqxxqxxq

n
kn -

-
=-++-+-+-£ -

Нятиъядя

011
xx

q
qxx

n

nkn -
-

£-+ ∋1/(

бярабярсизлийини аларыг− Демяли [ ]bax ,0 Î"  цчцн 01 xx -  фяргинин сонлу+ 0lim =
¥®

n

n
q

олдуьуну нязяря алсаг { }nx  ардыъыллыьы фундаменталдыр вя онун лимити вар−

*

¥®
= xxnn

lim

Тутаг ки+ ∋02( тянлийинин ики кюкц вар− ** yx , онда

( ) ( ) ****** -£-=- yxqyxyx jj

шяртиндя 1pq  олдуьуну нязяря алсаг ** = yx  олар− Демяли ∋02( тянлийинин кюкц йеэанядир−

Беляликля ∋02( тянлийинин
*x  кюкцнцн тапылмасы мясяляси+ ( )xj  иникасынын

*x  тярпянмяз

нюгтясинин тапылмасына эятирилир−

Итерасийа цсулундан истифадянин цмуми схеми

Билирик ки+ ∋0( тянлийини мцхтялиф цсулларла ∋02( тянлийиня+ йяни каноник шякля эятириля

биляр− Итерасийа цсулундан истифадя цчцн  ∋08( шярти юдянмялидир− ( )xj  функсийасынын

сечилмясиня бахаг−

)()()(0)(0)( xfxxxfxxxfxf *-=Þ*-=Þ=*-Þ= ljll

l  параметрини еля сечяк ки+ ∋08( шярти юдянсин−
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( ) )(1 xfx ¢*-=¢ lj  олдуьундан ∋08( шяртиня эюря

( ) ( ) ( ) qxfqqxqqx £¢*-£-Þ£¢£-Þ£¢ ljj 1 ∋10(

Фярз едяк ки+ [ ]ba,  парчасында ∋0( тянлийинин кюкц айрылмышдыр− Бу парчада ( )xf ¢  кясилмяз

олмагла ишарясини сабит сахлайыр ∋ ( ) 0fxf ¢ (−[ ]ba,  парчасында ( )xf ¢  функсийасынын ян бюйцк

вя ян кичик гиймятини М вя м ишаря едиб+ )(1 xf ¢*-l  ифадясини гиймятляндиряк−

( ) mxfM lll -£¢*-£- 111 ∋11(

∋10( вя ∋11( мцнасибятлярини мцгайися етсяк

qm
qM

=*-
-=*-

l
l

1
1

тянликляр системндян l  вя q цчцн ашаьыдакы дцстурлары аларыг−

mM
mMq

mM +
-

=
+

= ,2l

l  параметринин бу дцстурла тапылмыш гиймятиндя ( )xj  функсийасы ∋08( шяртини юдяйяъякдир−

Мисал 0− 0)cos()sin( =- xxx  тянлийинин [ ]pp 75.1,25.1  парчасында айрылмыш кюкцнцн

итерасийа цсулу иля тапылмасы цчцн каноник шякля эятирин−

)sin()( xxxf =¢

функсийасы [ ]pp 75.1,25.1  парчасында ( ) 0pxf ¢  олдуьу цчцн верилян тянлийин явязиня

( ) 0sin)cos( =- xxx  тянлийинин щяллиня бахаг− Бу щалда

0)sin()( fxxxf -=¢

олар−

[ ]
( )

8
25min

75.1,25.1

p
pp

=¢=
Î

xfm
x [ ]

( )
8

27max
75.1,25.1

p
pp

=¢=
Î

xfM
x

гиймятлярини нязяря алсаг

p
l

3
22

=  + 6
1

=q  +   олар  вя ( ) ( ) ( ))sincos(
3

22 xxxxx -*-=
p

j

функсийасы

( ) 1
6
1
p£¢ xj

шяртини юдяйяр− Бу гайда иля сечилмиш ( )xj  функсийасы иля итерасийалары гурмаг олар− Матщъад

системиндя тянлийин тягриби кюкцнц тапмаг цчцн щесабат блоку тяртиб едяк− Бунун цчцн
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яввялъя ( )xx y=  тянлийиндя ( )xy  функсийасы вя башланьыъ йахынлашма верилмялидир− Тяртиб

олунмуш щесабат блокунда ( )xy  функсийасы+ 0x  башланьыъ йахынлашмасы вя щесабат цчцн

дювр гурулмушдур− Щесабат нятиъяляриндян эюрцнцр ки+ 3−3823/8354 тянлийин
710-

 дягигликля

кюкцдцр−

Мисал 1− ( ) )(5.01 xarctgx +=j  функсийасынын сыхан иникас олдуьуну эюстярин−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )121212 5.05.015.01 xarctgxarctgxarctgxarctgxx -*=*--*+=-jj

( ) ( )
21

12
1221 1

,0,0
xx
xxarctgxarctgxarctgxx

+
-

=-³³

вя ( ) xxarctg p  олдуьуну нязяря алсаг

( ) ( ) 12
21

12

12

12
12 5.0

1
5.0

1
5.0 xx

xx
xx

xx
xxarctgxx -*

+
-

*÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+
-

*=- ppjj

Шяртиндян ( )xj  функсийасынын сыхан иникас олдуьу алыныр− Демяли ( )xx j=  тянлийини итерасийа

цсулу иля щялл етмяк олар−

Бир чох щалларда тягриби кюкцн гиймятляндирилмясиндя ики ардыъыл итерасийа нятиъяляринин

фяргиндян истифадя олунур− Тутаг ки+
*x + ( )xx j=  тянлийинин кюкцдцр вя ( ) 1pqx £¢j  шярти
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юдянир− ( )xxxf j-=)(  гябул едяк− Айдындыр ки+ ( ) 0)( =-= *** xxxf j  олар−

( ) qxxf -³¢-=¢ 11)( j

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) Þ--³-*¢=

=-=-=-=-
**

*
+

nn

nnnnnn

xxqxxcf

xfxfxfxxxx

1

1 j

( ) ( ) Þ-
-

£-
-

=-
-

£- --+
*

111 11
1

1
1

nnnnnnn xx
q

qxx
q

xx
q

xx jj

Þ£-
-

£- -
* e11 nnn xx

q
qxx ( )

q
qxx nn

-
£- -

1
1

e
∋12(

Ики ардыъыл итерасийада ∋12( шярти юдян,

дикдя щесабат просесини сахламаг олар

вя { }nx  ардыъыллыьынын nx  щядди ∋02(

тянлийинин e  дягигликля тягриби кюкц,

дцр−

e£-
-

£

£-
-

£- -
*

01

1

1

1

xx
q

q

xx
q

qxx

n

nnn

мцнасибятиндян ∋12( шяртинин юдяндийи

йахын-лашманын сайыны тапа билярик−

( )

( )( )
1

ln
ln1ln

1
1

01

01
01

+ú
û

ù
ê
ë

é ---
=Þ

Þ
-
-

£Þ£-
-

q
xxq

n

xx
qqxx

q
q n

n

e

ee

Итерасийа цсулу иля тянлийин тяляб олунан дягигликля тягриби кюкцнцн тапылмасынын щесабат блок

, схеми  шякил 2−12 дя верилмишдир−

Тапшырыг− Ашаьыдакы тянликлярин кюклярини айырын вя парчаны йарыйа бюлмя+ вятярляр+

тохунан-лар+ итерасийа цсуллары иля /−/4 дягигликля тягриби кюкцнц тапын−

0− 0133 =-+ xx :       1− 01123 =-+ xx :      2− 0523 =-- xx −

Итерасийа

Шякил 2−12−



47

4,ъи мювзу

Хятти тянликляр системинин тягриби цсулларла щялли

Али ъябр курсундан хятти тянликляр системинин щялл цсуллары иля танышыг− Крамер+ Гаус+

Жордан чевирмяляри вя тярс матрис цсуллары иля хятти тянликляр системи щялл едиля биляр−

Практикада бир чох щалларда хятти тянликляр системинин ямсаллары юлчмялярин нятиъяляри иля

гиймятляндирилдийиндян дягиг щяллин тяпылмасы мащиййят кясб етмир− Она эюря хятти тянликляр

системи щаггында гыса анлайышлар вериб+ эениш тятбиг олунан  садя итерасийа(ардыъыл йахынлашма(

вя Зейдел цсулларыны юйряняъяйик−

Ясас анлайышлар−

Цмуми шякилдя n  мяъщуллу n  хятти тянликляр системи ашаьыдакы шякилдя йазылыр−

ï
ï
ï
ï

î

ïï
ï
ï

í

ì

=+++++

=+++++

=+++++
=+++++

nnnnininn

ininiiiii

nnii

nnii

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa
bxaxaxaxa

.......
......................................................

........
.......................................................

......
......

2211

2211

222222121

111212111

∋0(

Бу хятти тянликляр системини даща йыьъам шякилдя йазаг−

å
=

=
n

j
ijij bxa

1
, ni ,...,2,1=

Ашаьыдакы ишарялямяляри апарсаг+ хятти тянликляр системини матрис шяклиндя йаза билярик−

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
..................

...
...

22

22221

11211

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

nx

x
x

X
:
:
2

1

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

nb

b
b

B
:
:
2

1

BXA =* (2)

Векторлар ардыъыллыьынын лимити − Тутаг ки+ )()2()1( ,...,, kXXX  векторлар ардыъыллыьы

верилиб−
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÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

)1(

)1(
2

)1(
1

)1(

.
:

nx

x
x

X

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

)2(

)2(
2

)2(
1

)2(

.
:

nx

x
x

X

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

)(

)(
2

)(
1

)(

.
:...

k
n

k

k

k

x

x
x

X

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

nx

x
x

X
.
:

2

1

)( j
ix ),..2,1( ni = j -ъу векторун координатларыдыр− Яэяр

),...,2,1(,lim )( nixx i
k

ik
==

¥®
 yaxud XX k

k
=

¥®

)(lim

оларса+ онда X  вектору ,...),...2,1(,)( kjX j =  векторлар ардыъыллыьынын лимити адланыр.Ейни

гайда иля матрисляр ардыъыллыьынын лимити анлайышы верилир−

Матрисин нормасы− A  матрисинин мцтляг гиймяти ∋модулу( дедикдя онун

елементляринин мцтляг гиймятляриндян тяртиб олунмуш матрис баша дцшцлцр [ ]ijaA = −

Матрисин нормасы щягиги ядяддир вя ашаьыдакы шяртляри юдямялидир−

                    0− 00,0 =Þ=³ AAA          1− AA *= aa + a  щягиги ядяддир−

                      2− BABA +£+                      3− BABA *£*

2 вя 3 бяндляриндя фярз едилир ки+ A  вя B  матрисляри цзяриндя топлама вя вурма ямялляри

апармаг мцмкцндцр− Матрисин бири бириня еквивалент олан ашаьыдакы нормаларындан истифадя

олунур−

         0− å
=

=
n

j
iji

aA
1

1
max                        1− å

=

=
n

i
ijj

aA
1

2
max

                               2− åå
= =

=
n

i

n

j
ijaA

1 1

2

3                        3− l=
4

A

Бурада ,l AAT *  матрисинин ян бюйцк мяхсуси ядядидир−

Векторун нормасы− Векторун бири-бириня еквивалент олан ашаьыдакы нормаларындан

истифадя олунур−

ii
xX max

1
= å
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тапмаг олар−
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оператор дахил етмяк цчцн 1
X  нормасындан истифадя едяряк+ мясафя анлайышыны веряк− Ики

X ¢ вя X ¢¢  векторлары арасында мясафя ашаьыдакы кими верилир−

XXXXXX
i

¢¢-¢=¢¢-¢=¢¢¢ max),(
1

r

( )nyyyY ,...,, 21= ( )nii xxxy ,...,, 21j=   ∋ ni ,...,2,1= ( гябул етсяк вя A  операторуну

AXY =  кими тяйин етсяк ∋6( тянликляр системи явязиня ii AXX =+ )1( вектор бярабярлийини

аларыг−

н юлчцлц фязада GXX Î¢¢¢" ,  цчцн

( ) ( ) ( )XXKXX ii ¢¢¢£¢¢-¢ ,rjj

шярти юдянярся+ онда дейирляр ки+ ( )ni xxx ,...,, 21j  ∋ ni ,...,2,1= ( функсийалары Липшитс шяртини

юдяйир− Бурада К Липшитс сабити адланыр− Итерасийа просесинин йыьылмасы ашаьыдакы теоремля

мцяййян олунур−

Теорем− Яэяр GXX Î" *,  цчцн rXX p),( *r  олдугда ( )ni xxx ,...,, 21j

∋ ni ,...,2,1= ( функсийалары Липшитс шяртини юдяйирся вя 1pK  оларса онда GX Î" 0  башланьыъ
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йахынлашмасы цчцн координатлары
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)1( k
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kk
i

k xxxx j=+  ∋ ,...2,1,0=k (

дцстуру иля щядляри тяйин олунан vektorlar ардыъыллыğı  йыьылыр−

Теоремин исбаты сыхылмыш иникас принсипиня ясасланыр вя мцхтялиф ядябиййатларда

верилмишдир−
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nxxxX ,...,, 21
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M  матрисинин елементлярини
j

i

Gij x¶
¶

=
j

a max  кими гябул етсяк 0121 ... MMMM kk --  матрисинин

щяр бир елементи
kM  матрисинин уйьун елементиндян бюйцк дейил− Яэяр M  матрисинин

нормасы ващиддян кичик оларса итерасийа просеси йыьыландыр− Дяйишянлярин сайынын ики олдуьу

щала бахаг− Тутаг ки+

( )
( )î

í
ì

=
=

yxy
yxx
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,

2

1

j
j

∋8(

тянликляр системи верилмишдир− ),( 00 yx  башланьыъ йахынлашмасына эюря
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=
=
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,...)2,1( =n ∋0/(

дцстурлары иля итерасийа просесинин йыьылан олмасы ашаьыдакы теоремля мцяййян олунур−

Теорем− Тутаг ки+ { }dycbxaR ££££ ,  областында ∋8( тянлийинин йеэаня ( )** yx ,

щялли вар− Яэяр9

0− R  областында ( ) ( )yxyx ,,, 21 jj  функсийалары кясилмяз диференсиалланандырса;

1− R -дян эютцрцлмцш ),( 00 yx  башланьыъ йахынлашмасы  вя ∋0/( дцстурлары иля тапылмыш

),( nn yx  йахынлашмалары R -дя йерляширся;

2− R -дя
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jj

матрисинин нормасы ващиддян кичикдирся ∋0/( дцстурлары иля апарылан итерасийа просеси ( )** yx ,

щяллиня йыьылыр− Итерасийа цсулунда хята

( ) e£-+-
-

£-+- --
**

111 nnnnnn yyxx
M

Myyxx

шярти иля гиймятляндирилир−

Мисал− Иитерасийа цсулу иля

î
í
ì

=-
=--

9.0cos3
6.1)5.0sin(

yx
yx

 гейри –хятти тянликляр системини щялл едяк− Явязлямяляр апарыб тянликляр системини ашаьыдакы

шякилдя йазаг−
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ïî

ï
í
ì

+º=

--º=

3.0cos
3
1),(

6.1)5.0sin(),(

yyxfx

xyxgy

),( yxf вя ),( yxg  функсийалрынын х вя й дяйишянляриня нязярян хцсуси тюрямялярини тапыб

8.12.2,3.00 -££-££ yx  областында гиймятляндиряк− Бу областда ),( yxf вя ),( yxg

функсийаларынын х вя й-я эюря хцсуси тюрямяляринин ∋ ),(1 yxz  вя ),(3 yxz + ),(2 yxz  вя

),(4 yxz ( ъями ващиддян кичик олдуьундан тянликляр системинин тягриби кюкцнц итерасийа

цсулу иля тапаг− Матщъад системиндя тяртиб олунмуш щесабат блокунда итерасийа нятиъяляри ∋х

вя й( вя щяр бир итерасийада ),( yxf вя ),( yxg  функсийалрынын гиймятляри якс олунмушдур−

Тяртиб олунмуш щесабат блокундан истифадя едяряк+ гейри-хятти тянликляр системини итерасийа

цсулу иля щялл етмяк олар−
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Нйутон цсулу
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тянликляр системинин щяр щансы цсулла н-ъи йахынлашмада тягриби ),( nn yx  щялли мялумдур−
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масы верилян тянликляр системинин e  дягигликля щяллидир−

Мисал− Ашаьыдакы тянликляр системини Нцтон цсулу иля щялл едяк−
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xyx
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Тянликлярин сол тяряфялрини

243),(
4632),(

22

22

-+-=

--+=

xyxyxG
yyxyxF

функсийалары иля ишаря едяк− ),( yxF  вя ),( yxG  функсийаларынын yx,  дяйишянляриня нязярян

хцсуси тюрямяляринин+ ∋02( дцстурлары иля щесабат цчцн Матщъад системиндя щесабат блоку

ашаьыдакы фрагментдя верилмишдир− Тяртиб олунмуш щесабат блокундан истифадя едяряк

итерасийа[,лар гурулмушдур− Башланьыъ итерасийа кими 46.0,5.0 -== yx  гиймятляри

эютцрцлмцшдцр−

Итерасийа нятиъяляри ∋ S  матрисиндя( вя щяр бир итерасийада ),( yxF  вя ),( yxG  функсийаларынын

гиймятляри ашаьыдакы фрагментдя верилмишдир−
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Цчцнъц итерасийада алынмыш 4541887891.0,57271498.0 -== yx  гиймятляри тянликляр систе,

минин 000001.0  дягигликля щяллидир−

Тапшырыг− Ашаьыдакы хятти тянликляр системини ∋0,2( итерасийа вя Зейдел цсуллары иля щялл

един−
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6-ъы мювзу

ИНТЕРПОЛЙАСИЙА  МЯСЯЛЯСИ

Рийази анализ курсундан мялумдур ки+ функсийа аналитик+ график вя ъядвял шякилиндя

вериля биляр− Практик мясялялярин щяллиндя чох вахт функсийа ъядвял шякилиндя верилир− Йяни

аргументин сонлу сайда гиймятляриндя функсийанын гиймятляри мялум олур− Тутаг ки+

аргументинин [ ]ba,  парчасында йерляшян )....,2,1,0(, nixi =  гиймятляриндя функсийанын

)( ii xfy =  гиймятляри мялумдур−

Х 0x 1x 2x ……−−−…−− nx

ф ∋х( )( 0xf )( 1xf )( 2xf …………−− )( nxf

Бир чох мясялялярдя аргументин [ ]nxx ,0  парчасында йерляшян+ ъядвялдя олмайан

( )nixx i ,...,2,1,0=¹*
 гиймятиндя функсийанын )( *xf  гиймятини тапмаг тяляб олунур− Бу

мясялянин щялли цчцн еля )(xp  функсийасы гурурлар ки+ )(xf  вя )(xp  функсийаларынын

гиймятляри аргументин ъядвялдя верилмиш мялум гиймятляриндя цст-цся дцшсцн вя

аргументин [ ]nxx ,0  парчасында йерляшян+ ъядвялдя олмайан гиймятляриндя ися бири-бириндян

аз фярглянсин− Дейилян шяртляри юдяйян )(xp  функсийасынын гурулмасына интерполйасийа

мясяляси дейилир− Аргументин мялум гиймятляриня )....,2,1,0( nixi =  интерполйасийанын

дцйцн нюгтяляри дейилир− Дцйцн нюгтяляриндян фяргли вя [ ]nxx ,0  парчасында йерляшян

нюгтялярдя )(xp  функсийасынын гиймятинин щесабланмасы )(xf  функсийасынын интерпол,

йасийасы адланыр− [ ]nxxx ,0Ï  олдугда )(xp  функсийасынын гиймятинин щесабланмасы )(xf

функсийасынын  екстрополйасийасы адланыр− Бир чох ядябиййатларда гейд олунур ки+ функсийанын

ифадяси чох мцряккяб олдугда аргументин бязи ∋функсийа гиймятинин асан щесабланылан(

гиймятляриндя функсийа гиймятини щесаблайыб+ ъядвял тяртиб едиб )(xp  функсийасыны гурурлар

вя щесабатларда )(xf  функсийасы явязиня )(xp  функсийасындан истифадя едирляр−

Бирдяйишянли )(xfy =  функсийасы цчцн интерполйасийа етмянин щяндяси мянасы

мцстявинин ))(,( ii xfx , ( )ni ,...,2,1,0=  нюгтяляриндян кечян функсийанын тапылмасындан
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ибарятдир− Айдындыр ки+ мцстяви цзяриндя графики гейд олунан нюгтялярдян кечян сонсуз сайда

функсийа тясяввцр етмяк олар−

Адятян )(xp  функсийасы чохhядли шякилиндя ахтарылыр вя мцхтялиф цсулларла гурулур−

Гурулмуш чохщядли интерполйасийа чохщядлиси адланыр− [ ]ba,  парчасыда тяйин олунмуш щягиги

функсийалар чохлуьуна вя бу чохлуьа дахил олан садя функсийалар кцллийатына бахаг− Тутаг ки+

бу чохлугдан эютцрцлмцш сонлу сайда )(xij + ( )ni ,...,2,1,0=  функсийалар системи хятти асылы

дейил− Яксяр щалларда )(xij  функсийалары кими

nxxxx

n

eeee
nxnxxxxx

xxxx

,...,,,,1
)cos(),sin(),...,2cos(),2sin(),cos(),sin(,1

,...,,,,1

32

32

функсийалар системиндян истифадя едирляр− )(xij  функсийалар чохлуьундан 1+n  сайда эютцрцб

онларын ашаьыдакы хятти комбинасийасына бахаг−

( ) ( ) ( ) ( )xaxaxaxp nnn jjj +++= ...1100 ∋0(

Бурада ( )niai ,...,2,1,0, =  щягиги ядядлярдир− )(xpn  функсийасына )(xij

функсийалар системиня эюря цмумиляшмиш чохщядли дейилир− Яэяр интерполйасийанын дцйцн

нюгтяляриндя

( ) ( ) ( ) )(...1100 iinnii xfxaxaxa =+++ jjj ( )ni ,...,2,1,0= ∋1(

шяртляри юдянярся+ онда бу чохщядлийя цмумиляшмиш интерполйасийа чохщядлиси дейилир− Дцйцн

нюгтялярини вя )(xij  функсийаларыны еля сечмяк олар ки+ верилян )(xfy =  функсийасы цчцн

интер-полйасийа чохщядлиси йеэаня олсун− ∋1( хятти тянликляр системиндян 1+n  сайда

( )niai ,...,2,1,0, =  ямсалларыны тапмаг олар−∋1(,ни матрис шякилиндя йазаг−
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Бу тянликляр системиндян ( )niai ,...,2,1,0, =  ямсалларынын биргиймятли тапылмасы цчцн A

матрисинин рангы 1+n  олмалыдыр− Яэяр )(xij  функсийалары хятти асылы дейился+ 0¹A  шярти
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юдяняъякдир− Анъаг дцйцн нюгтяляриндя )(xij  функсийалары 1+n  сайда нюгтядя сыфыра

чеврилярся, бу щалда 0=A олар− Демяли )(xij ( )ni ,...,2,1,0=  функсийаларынын хятти асылы ол,

мамасы иля йанашы+ кюкляринин сайы n -дян чох олмамалыдыр− Бу шяртляри юдяйян )(xij

( )ni ,...,2,1,0=  функсийалар системиня Чебышев системи дейилир− ∋0( тянликляр системиндян

( )niai ,...,2,1,0, =  ямсалларыны тапаг−

( )ni
A
A

a i
i ,...,2,1,0, ==

Бурада iA ( )ni ,...,2,1,0=  детерминантлары A  детерминантынын i -ъи сцтунунун Б сцтун

вектору иля явяз олунмасындан алыныр− ( )niai ,...,2,1,0, =  ямсалларынын бу гиймятлярини ∋0(,дя

нязяря алаг:

( ) ( ) ( ) ( )x
A
A

x
A
A

x
A
A

xp n
n

n jjj +++= ...1
1

0
0

iA  детерминантларыны i -ъи сцтунунун елементляриня нязярян айрылышыны йазыб

( )ni
A

Axf
a

n

j
jij

i ,...,2,1,0,
)(

0 ==
å
=

(бурада jiA  детерминантлары i -ъи сцтун елементляринин ъябри тамамлайыъыларыдыр( тапылмыш

( )niai ,...,2,1,0=  ямсалларынын гиймятлярини ∋0(,дя нязяря алыб+ )( jxf -лара эюря

груплашдырсаг ашаьыдакы ифадяни аларыг9

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nnn xfxxfxxfxxp F++F+F= L1100  ∋2(

( ) ( )nixi ,...,2,1,0, =F  функсийалары )(xij ( )ni ,...,2,1,0=  функсийаларынын хятти

комбинасийаларыдыр вя )(xf  функсийасындан асылы дейил− Тапылмыш )(xpn  чохщядлиси

)....,2,1,0(, nixi =  дцйцн нюгтяляриндя

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )niniiiin xfxxfxxfxxfxp F++F+F== L1100

шяртини юдямялидир− Яэяр ( )xiF  функсийаларыны ашаьыдакы кими сечсяк+

( )
î
í
ì

¹
=

=F
ji
ji

x ji ,0
,1

∋3(



82

дцйцн нюгтяляриндя )()( iin xfxp =  шярти юдяняр−

Лагранжын интерполйасийа чохщядлиси

)(xij  функсийалар системи кими
nxxxx ,...,,,,1 32

 функсийаларыны эютцряк− Бу

функсийалар хятти асылы дейил вя щяр щансы [ ]ba,  парчасында å
=

n

i

i
i xc

0
 чохщядлисинин сыфырларынын

сайы n -дян чох дейил ∋ ( )nici ,...,2,1,0, =  ямсалларынын щамысы бирдян сыфыр ола билмяз(− Бу

щалда ∋1( хятти тянликляр системинин матриси ашаьыдакы кими олар−

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

n
nnnn

n

n

xxxx

xxxx
xxxx

A

...1
...............
...1

...1

32

1
3
1

2
11

0
3
0

2
00

A  детерминанты Вандермонд детерминанты адланыр− ∋3( шяртини нязяря алаг вя

( )( )nixi ,...,2,1,0=F  функсийаларыны ашаьыдакы шякилдя ахтараг−

( ) ( )( ) ( )( ) ( )niii xxxxxxxxxxCx -----*=F +- ....... 1110 ∋4(

Шяртя эюря ixx =  нюгтяляриндя ( ) 1=F ii x  олмалыдыр−

( )( ) ( )( ) ( )Þ-----*= +- niiiiiii xxxxxxxxxxC .......1 1110

( )( ) ( )( ) ( )niiiiiii xxxxxxxxxx
C

-----
=

+- ......
1

1110

Алынмыш бу ифадяни ∋4(,дя нязяря алаг−

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )niiiiiii

nii
i xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxx
-----

-----
=F

+-

+-

......
......

1110

1110

Яксяр ядябиййатларда Лагранжын интерполйасийа чохщядлиси )(xLn  ,ля ишаря олунур− Буну

нязяря алараг+ ихтийари дцйцн нюгтяляри цчцн Лагранжын интерполйасийа чохщядлисини ашаьыдакы

кими йаза билярик:

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )L1
12101

20
0

02010

21

...
...

...
... xf

xxxxxx
xxxxxxxf

xxxxxx
xxxxxxxL

n

n

n

n
n ---

---+
---
---=



83

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) LL +

-----
-----

+
--

+-
i

niiiiiii

nii xf
xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxx
......

......

1110

1110

( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) =

---
---

+
-

-
n

nnnn

n xf
xxxxxx

xxxxxx
110

110

...
...

L

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )å

= +-

+-

-----
-----

=
n

i
i

niiiiiii

nii xf
xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxx
0 1110

1110

......
......

 ∋5(

Мисал 0− Ъядвял шякилиндя верилмиш

и / 0 1 2

х 0 1 3 4

й 1 0 1 2

функсийа цчцн Лагранжын цчцнъц тяртиб интерполйасийа чохщядлисини йазаг−

+
---
---

*+
---
---

*=
)52)(42)(12(
)5)(4)(1(1

)51)(41)(21(
)5)(4)(2(2)(3

xxxxxxxL

=
---
---

*+
---
---

*+
)45)(25)(15(
)4)(2)(1(3

)54)(24)(14(
)5)(2)(1(2 xxxxxx

)4)(2)(1(
4
1)5)(2)(1(

3
15)(4)(1(

6
1)5)(4)(2(

6
1

---+-------+----= xxxxxxxxxxxx

Лагранжын интерполйасийа дцстуру иля щесабат блок схеми шякил 4−0,дя верилмишдир−

Шякил 4−0−
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Бири-бириндян бярабяр мясафядя йерляшян дцйцн нюгтяляри цчцн

Лагранжын интерполйасийа чохщядлиси

Тутаг ки− дцйцн нюгтяляри бири-бириндян бярабяр мясафядя йерляшир−

.1 consth
n

abxx ii ==
-

=-+

Бу щалда Лагранжын интерполйасийа чохщядлиси хейли садяляшир−
h

xxq 0-
=  явязлямясини

апараг вя ),...2,1,0(, nixx i =-  ифадялярини гиймятляндиряк:

( ) ( ) ( ) ( )hnqxxhiqxxhqxxhqxxqhxx ni -=--=--=--=-=- ...,...,2,1, 210

( ) ( )
( ) ( )

)!(!
!

)!()()1...(321,!)1(....321
,...,)1(...1

,...2,1,)0(

11

210

ini
nC

inininiii
hnixxhiixxhiixx

hixxhixxhixx

i
n

niiiii

iii

-
=

-=-*--**=*-****
-=---=-+-=-

-=--=--=-

+-

Бунлары ∋5(,да нязяря алаг−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

1 2 ... 1 1 ...
1 2 ... 1 1 ...

n

n n i
i

qh q h q h q i h q i h q n h
L x L x qh f x

ih i i h i i h i i h i n h=

- - - + - - -
= + = =

- - - + - - -å
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )=-
-
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=

--
---

=

=
---**-**-*-*

---+--
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=
-

å å
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i

n

i
i

i

n

i
in

xf
n

C
iq

nqqqxf
niniiq

nnqqqq

xf
ininiii

nqiqiqqq

!
1...1)(

!!!
!....21

1...21112...21
...11...1

0 0

0

( )( ) ( ) ( ) ( )i

n

i

i
n

in

xf
iq
C

n
nqqqq å

=

-

-
----

=
0

1
!

...21

Нятиъядя дцйцн нюгтяляри бири-бириндян бярабяр мясафядя йерляшдикдя Лагранжын интерпол,

йасийа чохщядлисини алдыг−

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )i

n

i

i
n

in

nn xf
iq
C

n
nqqqqqhxLxL å

=

-

-
----

=+=
0

0
1

!
...21

 ∋6(

Мисал− )ln(xy =  функсийасы ъядвял шякилиндя верилмишдир−

и 0 1 2

х 3 4 5

й 1.0986 1.3863 1.6094
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Лагранжын ∋5( интерполйасийа дцстурундан истифадя едяряк х<3−4 нюгтясиндя функсийаны интер,

полйасийа едяк −

1521.05138.00323.0
)45)(35(
)4)(3(6094.1

)54)(34(
)5)(3(3863.1

)53)(43(
)5)(4(0986.1)(

2

2

-+-=

=
--
--

+
--
--

*+
--
--

*=

xx

xxxxxxxL

5059.1)5.4(2 =L

∋6( дцстурундан истифадя едяряк+ х<3−4 нюгтясиндя функсийаны интерполйасийа  едяк−

5.4,2,1,30 ==== xnhx 3)( 0 -=
-

= x
h

xxq

( ) ( ) ( )( ) ( )
=

-
---

=+= å
=

-

i
i

ii

y
iq
CqqqqhxLxL

2

0

2
2

022
1

!2
21

( )( ) )
21

2(
2

)2)(1()
21

(
!2

21 210
2

2
2

1

1
2

0

0
2

-
+

-
-

--
=

-
+

-
-

--
q

y
q

y
q
yqqqy

q
Cy

q
Cy

q
Cqqq

5.135.4)( 0 =-=
-

=
h

xxq

( ) ( ) 5059.11*5.135.4 22 =+= LL
Щяр ики щалда нятиъяляр ейнидир−

Ейткенин интерполйасийа схеми

Лагранжын интерполйасийа чохщядлиси иля )(xf  функсийасыны интерполйасийа етмяк цчцн

яввялъя ∋5(+ ∋6( дцстурлары иля интерполйасийа чохщядлиси гурулур+ сонра ися тяляб олунан x
нюгтясиндя гиймят щесабланыр− Анъаг Ейткенин интерполйасийа схеминдян истифадя етсяк,

интерполйасийа чохщядлиси гурулмадан )(xf  функсийасыны аргументин мялум гиймятляриня

эюря интерполйасийа етмяк олар− Тутаг ки+

( )iii xfyx =,   вя ( )111, +++ = iii xfyx

гиймятляри мялумдур−

( )
11

1,
1

++
+ -

=
i

i

ii
ii y

y
xx

xL
xx

xx

i

i

-
-

+1
(8)

бирдяряъяли ( )xL ii 1, +  чохщядлисинин ixx =  нюгтясиндя гиймятини щесаблайаг−



86

( )
11

1,
1

++
+ -

=
i

i

ii
iii y

y
xx

xL ( )
( ) i

ii

iii

ii

ii y
xx
xxy

xx
xx

=
-
-

=
-
-

+

+

+ 1

1

1

∋7(,и садяляшдирсяк ики ix  вя 1+ix  дцйцн нюгтяляри цчцн Лагранжын ( )xL1  хятти функсийасыны

аларыг− Диэяр тяряфдян бу мцнасибяти ики нюгтядян кечян дцз хяттин тянлийиндян дя алмаг

олар− Щяр щансы
*x  нюгтясиндя функсийасыны  интерполйасийа етмяк цчцн ∋7(,дя x -ин йериня

*x  йазмаг лазымдыр−

( )
11

1,
1

++

*
+ -

=
i

i

ii
ii y

y
xx

xL
·

+

*

-

-

xx
xx

i

i

1

Яэяр  дцйцн нюгтяляринин сайы цч ∋ 1-ix + ix 1+ix  ( оларса щесабат дцстуру ашаьыдакы кими

( )11 -- = ii xfy + ( )ii xfy =   + ( )11 ++ = ii xfy

( )
)(
)(1

1,

,1

11
1,,1 xL

xL
xx

xL
ii

ii

ii
iii

+

-

-+
+- -

=
xx
xx

i

i

-
-

+

-

1

1

олар− Бу просеси давам етдирсяк

( )
)(

)(1

......123

)1...(012

0
..0123 xL

xL
xx

xL
n

n

n
n

-

-
=

xx
xx

n -
-0

Лагранжын )(xLn  интерполйасийа чохщядлисини аларыг− Яэяр )....,2,1,0(, nixi =  дцйцн

нюгтяляриндя )(xLn  интерполйасийа чохщядлиси гурулмушса+ сонрадан 1+nx  нюгтясиндя

( )11 ++ = nn xfy  гиймяти мялум олдугда )(1 xLn+  интерполйасийа чохщядлисини гурмаг цчцн

щесабатлары йенидян апармаг лазымдыр− Ейткенин интерполйасийа схеминдя ися щесабатлар

йенидян апарылмыр вя ихтийари сайда дцйин нюгтялярини ялавя етмякля апарылмыш щесабат

нятиъяляриндян истифадя едяряк+ интерполйасийа етмяк вя интерполйасийа чохщядлисини гурмаг

олар−

Лагранжын интерполйасийа дцстурунун хятасы

Айдындыр ки+ интерполйасийанын дцйцн нюгтяляриндя интеполйасийа олунан функсийанын

гиймяти Лагранжын интерполйасийа чохщядлисинин гиймятиня бярабяр олаъагдыр− Анъаг дцйцн

нюгтяляриндян фяргли нюгтялярдя бу гиймятляр бири-бириндян фяргли олаъагдыр− Бу фярг мцхтялиф

сябяблярдян йараныр− Йалныз )(xf  функсийасы тяртиби n -дян бюйцк олмайан чохщядли
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шякилиндя олдугда )(xf  вя )(xLn  чохщядлиляри ейни олаъагдыр− Лагранжын интерполйасийа дцс,

турунда хятаны+ йяни цсулун хятасыны

( ) )()( xLxfxR nn -=

ишаря едяк вя гиймятляндиряк− Кюмякчи )(xj  функсийасына бахаг−

( ) ( )Õ +
-=

1
)(

nn xkxRxj ∋8(

( ) ( )( ) ( )nn
xxxxxxx ---=Õ +

....101

Айдындыр ки+

( )
( ) ( ) ( )

)...2,1,0(

0
0)()(

1

ni

xkxRx
xLxfxR

n iini

iniin

=

=-=

=-=

Õ +
j

йяни )(xj  функсийасынын [ ]ba,  ∋ bxax n == ,0 ( парчасында 1+n  сайда ∋дцйцн нюгтя,

ляриндя( сыфры олаъагдыр− k  ямсалыны еля сечяк ки+ )(xj  функсийасынын [ ]ba,  парчасында

nixi ....,2,1,0, =  дцйцн нюгтяляриндян фяргли интерполйасийа олунан
*x  нюгтясиндя сыфра

чеврилсин 0)( =*xj − Онда )(xj  функсийасынын [ ]ba,  парчасында 2+n  сайда сыфры олаъагдыр−

Рол теореминя эюря )(xj¢  функсийасынын сыфырларынын сайы 1+n  олаъагдыр−

( ) ( ) ( )0 1 ... 0nj t j t j t¢ ¢ ¢= = = =

Рол теоремини )(xj¢  функсийасына тятбиг етсяк+ )(xj ¢¢  функсийасынын сыфырларынын сайы n +

нящайят
( ) )(xnj  функсийасынын сыфырларынын сайы ики+

( ) )(1 xn+j  функсийасынын сыфырларынын сайы

ися бир олаъагдыр−

( ) 0)(1 =+ xj n

∋8(, дан
( ) )(1 xn+j -и тапаг− Лагранжын интерполйасийа чохщядлисинин тяртиби n + ( )Õ +1n

x

функсийасынын тяртиби 1+n  олдйьйндан 0)(1 =+ xLn
n  вя )!1()()1(

1
+=Õ +

+
nxn

n  олар− Бунлары

нязяря алсаг+ k  ямсаланы тапа билярик−

( ) ( ) ( )xxxj )1()1(1

)!1(
10)!1()( +++

+
=Þ=+-= nnn f

n
knkf

Онда галыг щядди ашаьыдакы кими олар−

( ) ( )( ) ( )=---=-= ******
nnn xxxxxxkxLxfxR ...)()( 10
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( )( )( ) ( )n
n xxxxxxf

n
---

+
= ***+ ...

)!1(
1

10
)1( x

[ ]
( )( )xfM n

baxn
1

,1 max +

Î+ =  ишаря етсяк вя )(xf  функсийасынын интерполйасийа олундуьу
*x

нюгтясинин ихтийари олдуьуну нязяря алсаг хята

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )nnn xxxxxx
n

MxLxfxR ---
+

£-= ...
!1 10  ∋0/(

дцстуру иля гиймятляндириляр−

ƒ4−1,дя верилмиш мисалда интерполйасийа дцстурунун хятасыны гиймятляндиряк−

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )543
!12

3
22 ---

+
£-= xxxMxLxfxR

[ ]
( )xfM

bax

)3(

,3 max
Î

=

)ln()( xxf =  функсийфсынын 2,ъц тяртиб тюрямясинин [ ]5,3  парчасында максимумуну  тапмаг

цчцн Матщъад системиндя щесабат блоку тяртиб едяк−

Тяртиб олунмуш щесабат блокундан эюрцнцр ки+ верилян функсийанын цчцнъц тяртиб тюрямяси

[ ]5,3  парчасында монотон азалыр− Демяли )ln()( xxf =  функсийасынын цчцнъц тяртиб тюрямяси

3

2)(1
x

xf =  функсийасы 3=x  нюгтясиндя максимум гиймятини алыр−
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[ ] 27
22max 3,3 ==

Î x
M

bax

Бу нятиъяляри нязяря алсаг+ Лагранжын интерполйасийа дцстурундан истифадя едяряк+  х<3−4

нюгтясиндя интерполйасийа заманы хятаны ашаьыдакы кими  гиймятляндирмяк олар−

( ) ( )( )( ) 0046.0
8
3*

81
155.445.435.4

81
15.42 ==---£R

Хятанын минимум олмасы цчцн дцйцн нюгтяляринин сечилмяси

Интерполйасийада хятанын гиймятяндирилмяси дцстурундан эюрцнцр ки+ хята

( )( )xf n 1+
вя ( )Õ +1n

x  ифадяляринин гиймятляриндян асылыдыр−
( )( )xf n 1+

-и [ ]ba,  парчасында

максимумуну гиймятляндирмяк мцмкцндцр− ( )Õ +1n
x -ин гиймяти ися )....,2,1,0( nixi =

дцйцн нюгтяляриндян асылыдыр− Дцйцн нюгтяляринин сечилмяси цчцн Чебышев чохщядлисиндян

истифадя едяк−

( ) ( )( ) 1,arccoscos £= xxnxTn

( ) ( )( ) xxxTn ==Þ= arccoscos1 1 + ( ) ( )( ) 12arccos2cos2 2
2 -==Þ= xxxTn

( ) ( ) ( )xTxxTxT nnn 11 2 -+ -=

рекурент дцстурундан истифадя едяряк ( )xTn  чохщядлисинин
nx  щяддинин ямсалынын

12 -n

олдуьуну эюрярик− ( )xTn  чохщядлисинин кюкляри

( )( ) ( )

( ) 1...2,1,0,
2

12cos

2
arccos0arccoscos

-=÷
ø
ö

ç
è
æ +

=

Þ+=Þ=

nk
n

kx

kxnxn

k
p

pp

 дцстуру иля тапылыр вя n  сайда кюкц [ ]1,1-  парчасында йерляшир− Бу парчада ( )xTn -ин

максимуму 0,я бярабярдир вя ашаьыдакы шякилдя йазыла биляр−

( ) ( )( )( ) ( )

( )( )( ) ( ) ( ) nnnn

n
n

n

xTxxxxxxxx

xxxxxxxxxT

2
1

2
1...

...2

1210

2101

£=----

Þ----=

+

+

Демяли дцйцн нюгтяляри явязиня Чебышев чохщядлисинин кюклярини эютцрсяк, Лагранжын

интерполйасийа чохщядлисинин хятасы:
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( ) ( ) ( ) ( )!12 +
£-=

n
MxLxfxR nnn

кими гиймятляндириля биляр−Qeyd edək ki. dяйишяни явяз етмякля ихтийари [ ]ba,  парчасы цчцн

бу гиймятляндирмяни апармаг олар−

6,ъи мювзу   Сонлу фяргляр

Тутаг ки+ интерполйасийанын ),...2,1,0(,0 niihx =+  дцйцн нюгтяляри бярабяр

мясафядя йерляшиб− consthxx ii ==-+1 −

Бу дцйцн нюгтяляриндя )(xf  функсийасынын гиймятляри )( ii xfy =  мялумдур−

11201 ,...,, ---- nn yyyyyy

фяргляри биринъи тяртиб сонлу фяргляр адланыр− Мцхтялиф ядябиййатларда ix  нюгтясиндя сонлу фярг

iiii yfyy D¢Ñ
++

+ ,,,
2
1

2
11 d

кими ишаря олунур вя

iii yyy -=D +1

дцстуру иля щесабланыр− Икинъи+ нящайят к-ъы тяртиб сонлу фяргляр

iii yyy D-D=D +1
2

,…+ i
k

i
k

i
k yyy 1

1
1 -

+
- D-D=D

дцстурлары иля щесабланыр−

Мисал−

25.0

2
1)( xex -

*
=

p
j

функсийасынын [ ]6.2,2  парчасында 1.0=h  аддымы иля гиймятляри  верилмишдир− 5,ъы тяртибя

гядяр сонлу фяргляри щесаблайаг− Матщъад системиндя тяртиб олунмуш ашаьыдакы фрагментдя

аргументин гиймятляри x  сцтун векторунда+ )(xj  функсийасынын гиймятляри ися D  матрисинин

сыфырынъы сцтунунда верилмишдир− Щесабат нятиъяляри D  матрисинин биринъи сцтунунда

510 ,..., yyy DDD  биринъи тяртиб сонлу фяргляр+ икинъи сцтунда 4
2

1
2

0
2 ,..., yyy DDD + нящайят алтынъы

сцтунун биринъи елементиндя ися алтынъы тяртиб сонлу фяргин 0000014.00
6 -=D y  гиймяти

верилмишдир−
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 Сонлу фяргин щесабат блок схеми (шякил 4−1(−

Шякил 4−1

Сонлу фяргин ашаьыдакы хассяляри вар−

0− Функсийаларын ъябри ъяминин к тяртиб сонлу фярги+ функсийаларын к тяртиб сонлу фяргляринин

ъябри ъяминя бярабярдир−

i
k

i
k

ii
k gfgf D±D=±D )(

1− Функсийанын l  ядядиня щасилинин к тяртиб сонлу фярги функсийанын к тяртиб сонлу фяргинин l
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ядядиня щасилиня бярабярдир−

ff kk D*=*D ll )(
2− Функсийанын н тяртиб сонлу фяргиндян м тяртиб сонлу фярг+ функсийанын ∋н+м( тяртиб сонлу

фяргиня бярабярдир−

ff mnmn +D=DD )(
3− н тяртиб чохщядлинин н тяртиб сонлу фярги сабит+ н∗0 тяртиб сонлу фярги ися сыфра бярабярдир−

Нйутонун биринъи интерполйасийа чохщядлиси

Тутаг ки+ интерполйасийанын ),...2,1,0(0 niihx =+  дцйцн нюгтяляри бярабяр мясафядя

йерляшиб−

consthxxxxxxxx nn ==-==-=-=- -1231201 ... −

 Бу дцйцн нюгтяляриндя )(xf  функсийасынын гиймятляри

( ) ( )nn xfyxfyxfy === ,...,),( 1100

мялумдур− Еля н дяряъяли ( )xPn  чохщядлиси гурмаг тяляб олунур ки+  интерполйасийанын

дцйцн нюгтяляриндя ( ) ),...,2,1,0(),( nixfyxP iiin ===  шяртляри юдянсин− ( )xPn

чохщядлисини ашаьыдакы шякилдя ахтараг:

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )110102010 ... ----++--+-+= nnn xxxxxxaxxxxaxxaaxP L

0xx =  нюгтясиндя ( )xPn  функсийасынын гиймятини щесабласаг ( ) 00 axPn =  аларыг− Диэяр

тяряфдян ( ) )( 000 xfyxPn ==  шяртини нязяря алсаг 00 ya =  олар− 1a  ямсалыны мцяййян

етмяк цчцн ( )xPn  чохщядлисинин биринъи тяртиб сонлу фяргини йазаг−

( ) ( ) ( )=-+=D xPhxPxP nnn

( ) ( )( ) ( )( )( ) ...( 2103102010 +-+-+-++-+-++-++= xhxxhxxhxaxhxxhxaxhxaa

( )( ) ( ) ( ) ( )( )+--+-+--+-+-++ - 102010110 ()... xxxxaxxaaxhxxhxxhxa nn

( )( )( ) ( )( ) ( ) =---++---+ - )...... 1102103 nn xxxxxxaxxxxxxa

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( )( ) ...2102103

10102001

+-----+-+-++
+----+-+++--+

xxxxxxxhxxhxxhxa
xxxxxhxxhxaxxxhxa
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( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )=-----+-+-++ -- 110110 ...... nnn xxxxxxxhxxhxxhxa

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) nn axxxxxxnhaxxxxhaxxhha 210310201 ......32 ----++--+-+=

( )xPn  чохщядлисинин 10 ,xx  нюгтяляриндя биринъи тяртиб+ 0x  нюгтясиндя ися икинъи тяртиб сонлу

фярглярини щесаблайаг вя 21,aa  ямсалларыны тапаг:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
0

2

2
0

2

22
2

010
2

2
2

11

1
000

110

!22
2,2

!1

h
y

h
xPaahxPxPxPahhaxP

h
y

h
y

h
xPahaxP

n
nnnn

n
n

D
=

D
=Þ=D-D=D+=D

D
=

D
=

D
=Þ=D

Цмуми щалда ( )xPn  чохщядлисинин ямсаллары

),...,2,1(,
!

0 ni
hi
y

a i

i

i =
D

=

дцстуру иля щесабланыр− Бу ямсаллары ( )xPn -дя нязяря алсаг, Нйутонун биринъи интерполйасийа

чохщядлисини ашаьыдакы кими йаза билярик:

( ) ( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )1210
0

2103
0

3

102
0

2

0
0

0

...
!

...
!3

!2!1

-----
D

++---
D

+

+--
D

+-
D

+=

nn

n

n

xxxxxxxx
hn
yxxxxxx

h
y

xxxx
h
yxx

h
yyxP

 ∋00(

§4−5,да щесабланмыш сонлу фяргляря эюря Нйутонун биринъи интерполйасийа чохщядлисини тяртиб

едяк− Ашаьыдакы фрагментдя 0xx =  дцйцн нюгтясиндя функсийанын гиймяти вя алтынъы тяртибя

гядяр сонлу фярглярин гиймятляри верилмишдир−

∋00(,дя 6=n  эютцрцб щесабланмыш сонлу фярг гиймятлярини нязяря алаг−

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )+---
D

++--
D

+-
D

+= 2103
0

3

102
0

2

0
0

06 !3!2!1
xxxxxx

h
yxxxx

h
yxx

h
yyxP

))()()()((
!5

))()()((
!4 432105

0
5

32104
0

4

xxxxxxxxxx
h
yxxxxxxxx

h
y

-----
D

+----
D

+

( )( )( ) ( )5432106
0

6

))((
!6

xxxxxxxxxxxx
h
y

------
D

+

Интерполйасийа сохщядлисинин )6,...,2,1(, =iai  ямсалларынын гиймятляри ашаьыдакы фрагментдя

верилмишдир−
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Бу гиймятляри нязяря алсаг интерполйасийа чохщядлиси ашаьыдакы шякилдя йазылар−

)5.2)(4.2)(3.2)(2.2)(1.2)(2(001876.0)4.2)(3.2)(2.2(
)1.2)(2(0059261.0)3.2)(2.2)(1.2)(2(00395.0)2.2)(1.2(

)2(02282.0)1.2)(2(07492.0)2(100074.0053991.0)(6

----------*
*--+-------

*----+--=

xxxxxxxxx
xxxxxxxx

xxxxXP

Матщъад системиндя тяртиб олунмуш фрагментдя йохлама мягсяди иля 1.2=xx  нюгтясиндя

гиймяти щесабланмышдыр− Щесабатын дцзэцнлцйц йохланылмыш вя 15.2=xx  нюгтясиндя функ-

сийа интерполйасийа олунмушдур )0395591.0)(( 6 =xxP −

Практик мясялялярин щяллиндя Нйутонун биринъи интерполйасийа дцстурунун башга

шякилиндян истифадя едирляр− Йени дяйишян дахил едяк h
xx

q 0-
= − Бурада h  интерполйасийа

аддымыдыр−

( )
( ) ( ) ( )

0 1 2, 1 ,

2 ,..., ...i n

x x qh x x q h x x

q h x x q i h x x q n h

- = - = - - =

= - - = - - = -
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Гиймятлярини ∋00(,дя нязяря алсаг Нйутонун биринъи интерполйасийа дцстуруну ашаьыдакы кими

йаза билярик−

( ) ( ) L+--
D

+-
D

+
D

+=+= )2)(1(
!3

)1(
!2!1

0
3

0
2

0
00 qqqyqqyqyyqhxPxP nn

)1()2)(2)(1(
!

0 +----
D

+ nqqqqq
n
yn

LL

1=n  олдугда хцсуси щалда хятти интерполйасийа+ 2=n  олдугда ися квадратик интерполйасийа

дцстуруну аларыг−

( ) qyyxP 001 D+=

( ) )1(
2

0
2

002 -
D

+D+= qqyqyyxP

Нйутонун биринъи интерполйасийа дцстурунда хята

( ) ( )nqnqqqqq
n

yxR
n

n -+----
+

D
=

+

)1()2)(2)(1(
)!1(
0

1

L

дцстуру иля гиймятляндирилир−

Шякил 4−2

Нйутонун биринъи интерполйасийа дцстурунун щесабат блок-схеми шякил 4−2,дя

верилмишдир−
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Нйутонун икинъи интерполйасийа чохщядлиси

Тутаг ки+ [ ]ba,  парчасында )(xf  функсийасынын nxxxx ,...,,, 210  гиймятляриндя

( ) ( )nn xfyxfyxfy === ,...,),( 1100

мялумдур− Интерполйасийа аддымы h  сабитдир )1,...2,1,0(,1 -=+=+ nihxx ii − Интерполйасийа

чохщядлисини ашаьыдакы шякилдя ахтараг:

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )111210 ...... xxxxxxaxxxxaxxaaxP nnnnnnn ---++--+-+= --   ∋01(

),...,2,1,0(, niai =  ямсалларыны еля сечяк ки+ ( ) ),...2,1,0)(( nixfyxP iiin ===  шяртляри

юдянсин− ∋01(,дя nxx =  йазсаг ( ) 0)( axfyxP nnnn ===  аларыг− Нйутонун биринъи

интерполйасийа дцстурунда олдуьу кими naaa ,...,, 21  ямсалларыны тапмаг цчцн ( )xPn

чохщядлисинин биринъи тяртиб ( )xPnD  сонлу фяргини йазаг−

( ) ( ) ( )( ) ( ) nnnnn axxxxxxnhaxxhhaxP 121211 ...2 ---++-+=D --- L

Бу ифадядя 1-= nxx  йазсаг 1a  ямсалыны тапа билярик−

1
1

1 1h
ya n-D

=

Нйутонун биринъи интерполйасийа дцстурунда олдуьу кими ( )xPn  чохщядлисинин 2-= nxx

нюгтясиндя икинъи тяртиб сонлу фяргини йазыб 2a  ямсалыны тапаг−

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) nnnnn axxxxxxhnnaxxhahxP 132
2

32
2

2
22 1322 ----++-*+=D --- LL

2
2

2

2 !2 h
ya n-D

=

Цмуми щалда ia  ямсаллары ашаьыдакы дцстурла тапылыр−

ni
hi
ya i

in
i

i ,...,2,1,0,
!

=
D

= -

Ямсалларын бу гиймятлярини ∋01(,дя нязяря алсаг Нйутонун икинъи интерполйасийа дцстуруну

аларыг:

( ) ( ) ( )( )+--
D

+-
D

+= -
--

12
2

2
1

!2!1 nn
n

n
n

nn xxxx
h
yxx

h
yyxP
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( )( )( ) ( )( )( ) ( )121
0

213
3

3

...
!!3

xxxxxxxx
hn
yxxxxxx

h
y

nnnn

n

nnn
n ----

D
++---

D
+ ----

- L ∋02(

(13)-дя 6=n эютцрцб+ щесабланмыш сонлу фярг гиймятлярини нязяря алаг− §4−5,да верилян

мисалда щесабланмыш сонлу фяргляря ∋D  матрисиндя диагонал цзря йерляшян елементлярин

биринъиси функсийанын 0xx =  дцйцн нюгтясиндя гиймяти+ йердя галанлары ися ардыъыл олараг

012345 ,,,,, xxxxxx  дцйцн нюгтяляриндя 0
6

1
5

2
4

3
3

4
2

5 ,,,,, yyyyyy DDDDDD  сонлу

фярглярдир( эюря Нйутонун икинъи интерполйасийа чохщядлисини тяртиб едяк9

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )+---
D

+--
D

+-
D

+= 4563
3

3

562
4

2

6
5

66 !3!2!1
xxxxxx

h
yxxxx

h
yxx

h
yyxP

( ) ( )( )

( )( )( ) ))()((
!6

))()((
!5

))()((
!4

1234566
0

6

234565
1

5

34564
2

4

xxxxxxxxxxxx
h
y

xxxxxxxxxx
h
yxxxxxxxx

h
y

------
D

+

+-----
D

+----
D

+

Интерполйасийа сохщядлисинин )6,...,2,1(, =iai  ямсалларынын гиймятляри ашаьыдакы фрагментдя

верилмишдир

Бу гиймятляри нязяря алсаг Нйутонун икинъи интерполйасийа чохщядлиси ашаьыдакы шякилдя

йазылар−

( ) ( )( )---+--= 5.26.204605.06.2039453.0013583.0)(6 xxxxP

)1.2)(2.2)(3.2)(4.2(*
*)5.2)(6.2(001876.0)2.2)(3.2()4.2)(5.2)(6.2(0048.0

)3.2)(4.2)(5.2)(6.2(0014.0)4.2)(5.2)(6.2(0242.0

----
-----*---

+----+----

xxxx
xxxxxxx

xxxxxxx
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Матщъад системиндя тяртиб олунмуш щесабат блокундан эюрцнцр ки+ рийази символлар

ъядвялинин кюмяйи иля чох садя йолла интерполйасийа чохщядлисини йазмаг вя ихтийари нюгтядя

функсийаны интерполйасийа етмяк олар−

Матщъад системиндя тяртиб олунмуш фрагментдя йохлама мягсяди иля 4.2=xx  нюгтясиндя

гиймяти щесабланмышдыр− Щесабатын дцзэцнлцйц йохланылмыш вя 55.2=xx  нюгтясиндя функ,

сийа интерполйасийа олунмушдур ∋ 0154664.0)(6 =xxP (−

h
xx

q 0-
=  явязлямяси апарыб+ )1,...,2,1(, --=- nnixx i  ифадялярини гиймятлян,

диряк:

( ) ( ) ( )hnqxxhqxxhqxxqhxx nnn 1,...,2,1, 121 -+=-+=-+=-=- --

Бу гиймятляри ∋02(,дя нязяря алаг:

( ) ( ) L+++
D

++
D

+
D

+=+= --- )2)(1(
!3

)1(
!2!1

3
3

2
2

1
0 qqqyqqyqyyqhxPxP nnn

nnn

)1()2)(2)(1(
!

0 -++++
D

+ nqqqqq
n
yn

LL ∋03(

∋02( вя∋03( дцстурлары Нйутонун интерполйасийа дцстурларыдыр− Бу дцстурларла интерполйасийа

етдикдя хята

( ) ( )nqqqqq
n

yxR
n

n ++++
+

D
»

+

)....2)(2)(1(
)!1(
0

1

дцстуру иля гиймятляндирилир−
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Гейд етмяк лазымдыр ки+ парчанын яввялиндя интерполйасийа етдикдя вя йа

екстрополйасийа олунан нюгтя парчанын a  цъцна йахындырса Нйутонун биринъи интерполйасийа

дцстурундан+ парчанын ахырында интерполйасийа етдикдя вя йа екстрополйасийа олунан нюгтя

парчанын b  уъуна йахындырса Нйутонун икинъи интерполйасийа дцстурундан истифадя етмяк

мягсядя уйьундур− Бязи ядябиййатларда Нйутонун биринъи интерполйасийа дцстуруна ирялийя

интерполйасийа+ эерийя екстрополйасийа дцстуру+ Нйутонун икинъи интерполйасийа дцстуруна ися

эерийя интерполйасийа+ ирялийя екстрополйасийа дцстуру дейилир−

Айрылан ∋бюлцнян( фяргляр

Дцйцн нюгтяляри ихтийари вя бярабяр мясафядя олдуьу щалларда Лагранжын интерпол-

йасийа дцстурларынын чыхарылышына бахдыг− Дцйцн нюгтяляри бярабяр узаглыгда йерляшян щалда

Нйутонун биринъи вя икинъи интерполйасийа дцстурларыны сонлу фярглярдян истифадя едяряк

йаздыг− Дцйцн нюгтяси ихтийари олдугда Нйутонун интерполйасийа дцстуру айрылан фярглярин

кюмяйи иля йазылыр− Тутаг ки+ nxxxx ,...,, 210  дцйцн нюгтяляри вя бу нюгтялярдя )(xf

функсийасынын

( ) ( )nn xfyxfyxfy === ,...,),( 1100

гиймятляри мялумдур− sabithxx iii ¹=-+1 −

[ ]
01

01
10;

xx
yy

xx
-
-

=  , [ ]
12

12
21; xx

yyxx
-
-

=  ,…, [ ]
ii

ii
ii xx

yyxx
-
-

=
+

+
+

1

1
1;

биринъи тяртиб айрылан фяргляр адланыр−

[ ] [ ] [ ]
02

1021
210

;;
;;

xx
xxxx

xxx
-
-

=  +

[ ] [ ] [ ]
ii

iiii
iii xx

xxxxxxx
-
-

=
+

+++
++

2

121
21

;;;;

икинъи тяртиб айрылан фяргляр+

[ ] [ ] [ ]
0

11021
210

;...;;...;;....;;
xx

xxxxxxxxxx
k

kk
k -

-
= -

k  тяртибли айрылан фярг адланыр вя бязи ядябиййатларда ( )kxxxfxxf ;...;;),;( 1010  кими дя ишаря

олунур−

Мисал− Ашаьыдакы фрагментдя аргументин гиймятляри ∋х( сцтун векторунда+ §5.6 верил-
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миш функсийанын гиймятляри ися D  матрисинин сыфрынъы сцтунунда верилмишдир− D  матрисинин

биринъи сцтунунда )5,...2,1,0(, =ixi  дцйцн нюгтяляриндя биринъи тяртиб+ икинъи

сцтунда )4,...2,1,0( =ixi  дцйцн нюгтяляриндя икинъи тяртиб вя нящайят 5,ъы сцтунун биринъи

сятридя алтынъы тяртиб айрылан фяргляр щесабланмышдыр−

Дцйцн нюгтяляри бярабяр мясафядя йерляшмяйян

щалда Нйутонун интерполйасийа дцстуру

Тутаг ки+ ix )...,2,1,0( ni =  дцйцн нюгтяляриндя )(xf  функсийасынын ),( ii xfy =

)...,2,1,0( ni = гиймятляри мялумдур− Еля )(xp  чохщядлиси ахтарылыр ки+

( ) ),...,2,1,0(),( nixfyxP iii ===

шярти юдянсин− )(xp  чохщядлисинин биринъи тяртиб айрылан фяргини йазаг−

[ ] [ ] )(;)()()()(; 000
0

0
0 xxxxxpxp

xx
xpxpxx -+=Þ

-
-

=

Икинъи тяртиб айрылан фярглярдян истифадя едиб [ ]0;xx  айрылан фярги тапаг вя )(xp -ин ифадясиндя

йериня йазаг−

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] )(;;;;;;;; 110100
1

100
10 xxxxxxxxx

xx
xxxxxxx -+=Þ

-
-

=
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[ ] [ ] ( )10100100 )(;;)(;)()( xxxxxxxxxxxxpxp --+-+=

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ]210221010
2

21010
210 ;;;;;;;

;;;;
;;; xxxxxxxxxxxx

xx
xxxxxx

xxxx +-=Þ
-
-

=

)()( 0xpxp = [ ]( )010; xxxx -+ [ ]( )( )10210 ;; xxxxxxx --+

[ ] ( )( )210210 )(;;; xxxxxxxxxx ---+

Бу просеси давам етдирсяк:

[ ]( ) [ ]( )( )
[ ] ( )( ) [ ]( )( ) ( )110102103210

102100100

...;...;;...)(;;;
;;;)()(

----+---
+--+-+=

nn xxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxpxp

Нятиъядя ихтийари дцйцн нюгтяляри цчцн Нйутонун интерполйасийа дцстуруну алдыг−

§5.9-да щесабланмыш айрылан фяргляря эюря Нйутонун интерполйасийа чохщядлисини

йазаг− 6=n  вя биринъи тяртибдян алтынъы тяртибя гядяр айрылан фярглярин D  матрисинин сыфрынъы

сятриндяки гиймятляри нязяря алсаг+ ихтийари дцйцн нюгтяляри цчцн Нйутонун интерполйасийа

чохщядлиси ашаьыдакы шякилдя йазылар:

( ) ( )( )---+--= 3.220655553.020855463.0053991.0)( xxxxp

)9.2)(7.2)(6.2)(4.2(*
*)3.2)(2(001705.0)7.2)(6.2()4.2)(3.2)(2(00331.0
)6.2)(4.2)(3.2)(2(001222.0)4.2)(3.2)(2(024437.0

----
-----*---

+----+----

xxxx
xxxxxxx

xxxxxxx

Матщъад системиндя ихтийари дцйцн нюгтяси цчцн Нйутонун интерполйасийа чохщядлиси

ашаьыдакы щесабат блоку иля верилир−

 Бу щесабат блокундан истифадя едиляряк 6.2=xx + 55.2=xx  вя 65.2=xx нюгтяляриндя

функсийа интерполйасийа олунмушдур −
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Тярсиня интерполйасийа

Тутаг ки+ [ ]ba,  парчасында )...2,1,0( nixi =  дцйцн нюгтяляриндя )(xf  функсийасынын

)...,2,1,0)(( nixfy ii ==  гиймятляри мялумдур− Функсийанын мялум гиймятиня эюря

аргументин гиймятинин тапылмасы тяляб олунур− Лагранжын интерполйасийа дцстуруну йазаг−

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )å

= +-

+-

-----
-----

==
n

i
i

niiiiiii

nii
n xf

xxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxLy

0 1110

1110

......
......)(

 Функсийанын )...,2,1,0( niyi =  гиймятлярини аргументин гиймятляри вя аргументин

)...2,1,0( nixi =  гиймятлярини ися функсийанын гиймятляри кими гябул едиб+ Лагранжын

интерполйасийа дцстуруну йазаг:

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )å

= +-

+-

-----
-----

==
n

i
i

niiiiiii

nii
n x

yyyyyyyyyy
yyyyyyyyyyyLx

0 1110

1110

......
......)(  ∋15(

∋15(,дя y -я гиймят вермякля x -и тапа билярик− Тярсиня интерполйасийадан ъядвял шяклиндя

верилмиш фуксийанын сыфрынын тапылмасында истифадя етмяк олар− Функсийанын ъядвялиндя

01 p+* ii yy  шяртини юдяйян парча тапылыр− Тярсиня интерполйасийа дцстурунда 0=y  йазылыр

вя x -ин гиймяти тапылыр−

7,ъи мювзу  Апроксимасийа мясялясинин гойулушу

Практик мясялялярин щялли тядгиг олунан обйектин рийази моделинин гурулмасы иля

йериня йетирилир− Яксяр щалларда тядгиг олунан обйекти мцяййян едян+ ону характеризя едян

эюстяриъиляринин дяйишмясиня сябяб олан амиллярин щамысыны нязяря алмаг мцмкцн олмур− Бу

щалда гурулмуш рийази моделля алынмыш нятиъяляр иля реал просесдяки нятиъяляр арасында фяргляр

мейдана эялир− Бу фярг мцхтялиф сябяблярдян+ юлчмяляр нятиъясиндя хяталардан+ нязяря

алынмайан амилин тясириндян+ тясадцфи амиллярин тясириндян вя саирядян ямяля эяля биляр−

Тутаг ки+ юйрянилян просеси характеризя едян функсионал асылылыг мялум дейил вя онун

гиймятляр ъядвяли верилибдир )....,2,1,0)(,( niyx ii = − Яксяр практик мясялялярдя юлчмяляр

нятиъясиндя бу тип ъядвялляр алыныр− Еля бир )(xf  функсийасы ахтарылыр ки+ бу функсийанын

)....,2,1,0( nixi =  нюгтяляриндя гиймятляри )....,2,1,0( niyi =  гиймятляриндян ян аз фярг-лянсин−

Тапылан бу дцстур емприк дцстур адланыр− Мясялянин бу ъцр гойулушу гейри мцяййян-дир− Она

эюря дя тядгиг олунан просес щаггында мялуматлара ясасян x  вя y  арасында ялагянин
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формасы+ онун щансы функсийалар синфиня аид олмасы мцяййянляшдирилир ∋гцввят+ цстлц+ триго-

нометрик+ логарифмик(− Бязи щалларда ),( ii yx )....,2,1,0( ni =  гиймятляриня эюря асылылыьын дя,

йишмя характери щаггында тяхмини фикир сюйлямяк цчцн рийази статистиканын цсулларындан

истифадя едилир− Бурада суал олунур9 ня цчцн интерполйасийа чохщядлиляриндян истифадя олунмур−

1. )....,2,1,0( niyi =  гиймятляри дягиг дейил вя гурулмуш чохщядли мцстявинин

)....,2,1,0)(,( niyx ii =  нюгтяляриндя кечся дя )....,2,1,0( niyi =  эюстяриъиляринин дяйишмя ди-

намикасыны ∋тренд( характеризя етмир−

1− Практикада ахтарылан асылылыг чох вахт прогноз мягсядиля гурулур ки+ интерполйасийа чох-

щядлиляри бу щалда демяк олар ки+ истифадя олуна билмяз−

Дейилянляри нязяря алсаг йухарыда гойулан мясялянин щяллини+ йяни емприк дцстурун

гурулмасыны ики мярщяляйя бюля билярик−

0− Гурулаъаг дцстурун формасынын мцяййян олунмасы− Чох вахт буна нязяри асылылыг да

дейилир−

1− yx,  дяйишянляри  арасында мцяййян олунмуш нязяри асылылыьынын гане едиъи параметрляринин

мцяййян олунмасы−

Бу мясяля верилянлярин мцяййян формалы асылылыг иля апроксимасийасы адланыр−

 Емприк дцстурун формасынын мцяййян олунмасы цчцн мцхтялиф цсуллар вардыр− Бу

цсуллар рийази статистиканын цсулларыдыр− Тутаг ки+ )....,2,1,0)(,( niyx ii =  гиймятлри мялумдур−

)1,....1,0(,
2

,
2

11 -=
+

=
+

= ++ niyyYxxX ii
i

ii
i

дцстурлары иля верилянляри щамарлашдырмагла асылылыьын формасы щаггында фикир сюйлямяк

мцмкцндцр− Ашаьыда тяртиб олунмуш  щесабат блокунда х вя й дяйишянляринин гиймятляри

щамарлашдырылмыш вя нятиъяляр Х вя Й дяйишянляриня мянимсядилмишдир−
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Ейни бир координат мцстявисиндя щяр ики асылылыьын графикляри гурулмушдур− х вя й арасында

дяйишмя  бцтюв сыныг хяттля+ Х вя Й арасында дяйишмя гырыг хятлярля эюстярилмишдир− Графикдян

эюрцнцр ки+ Х вя Й арасында асылылыг квадратик асылылыьа даща йахындыр−

Бу щесабламаларда ики нюгтяйя эюря щамарлашдырма апардыг− Щамарлашдырма 2+ 3+−−

нюгтяйя эюря дя апарыла биляр− Верилянлярин табе олдуьу асылылыьын формасы хцсуси щалларда

айрылан фярглярля дя мцяййян олуна биляр− Биринъи вя икинъи тяртиб айрылан фярглярля веилянляри

щамарлашдырмаг вя асылылыьын формасы щаггында фикир сюйлямяк олар− Яэяр биринъи тяртиб айры,

лан фяргляр сабитдирся асылылыг хятти+ икинъи тяртиб айрылан фяргляр сабитдирся квадратик асылылыг

нязяри асылылыг кими эютцрцлмялидир−

1− Параметрлярин мцяййян олунмасы цчцн бир нечя цсул вар− Бир дяйишянли хятти

асылылыьын параметрляринин тягриби мцяййян олунмасына бахаг−

0− Гейд олунмуш нюгтяляр цсулу− Тутаг ки+ )....,2,1,0(),,( niyx ii =  гиймятляри

верилмишдир− baxy +=  хятти асылылыьынын ba,  параметрлярини тапмаг лазымдыр− xoy

координат мцстявисиндя )....,2,1,0(),,( niyx ii =  нюгтялярини гейд едяк− Бу дяйишмяйя

уйьун олан дцз хятти чякяк ∋шякил 4−3(− Бу дцз хятт цзяриндя ),( 111
** yxM  вя ),( 222

** yxM

нюгтялярини гейд едиб онларын кооринатларыны мцяййян едяк− ),( 111
** yxM  вя ),( 222

** yxM

нюгтяляринин координатларыны дцз хяттин тянлийиндя нязяря алсаг ba,  параметрляриня нязярян

хятти тянликляр системини аларыг−

ïî

ï
í
ì

=+

=+
**

**

22

11

ybax
ybax
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Шякил 4−3−

Бу хятти тянликляр системини щялл едиб ba,  параметрлярини тапыб baxy +=  нязяри асылылыьында

йериня йазсаг емпирик дцстур аларыг−

1−Орталашдырма цсулу− )....,2,1,0(),,( niyx ii =  верилянляри ики група бюлцнцр−

)....,2,1,0(),,( kiyx ii = вя ),....,1(),,( nkiyx ii += − Щяр бир груп цчцн функсийанын нязяри вя

фактики гиймятляр фяргинин сыфыр олмасы шяртиндян ашаьыдакы тянликляр системини аларыг−

( )

( ) ( )
ï
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ì
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yknbxa
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baxy

baxy

11

11

1

1

0

0

Алынмыш тянликляр системиндян ba,  параметрляри тапылыр вя емприк дцстур гурулур−

2− Ян кичик квадратлар цсулу ∋Я.К.К.Ц(− Бу цсулун тятбиг сащяляри яввялки цсуллардан

даща эенишдир− Яввялки цсулларын мцяййян чатышмазлыглары вардыр− Беля ки− верилянлярин сайы

чох олдугда биринъи цсулда эюстярилян графики гурмаг чятиндир вя чохдяйишянли функсийа цчцн

мцмкцн дейил− Икинъи цсулда ися функсийанын нязяри вя фактики гиймятляри арасыда мянфи +

мцсбят гиймятляр бир-бирини йох едя биляр+ йяни фярг сыфыр ола биляр− Бу ися сящв нятиъя веряр−

Тутаг ки+ бир дяйишянли асылылыгда )....,2,1( miai =  параметрляри иштирак едир−

( )maaaxfy ,...,,, 21=

Ян кичик квадратлар цсулу иля )....,2,1( miai =  параметрляри тапылмалыдыр− Я.К.К.Ц-да

( ) min),...,,,(),...,,( 2
21

0
21 ®-=å

=
imi

n

i
m yaaaxfaaaZ

шяртиндян параметрляр тапылыр− ),...,,( 21 maaaZ  чохдяйишянли функсийасындан )....,2,1( miai =
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параметрляриня эюря хцсуси тюрямяляр алыб сыфыра бярабяр едяк−

)....,2,1(,0),...,,( 21 mi
a

aaaZ

i

m ==
¶

¶
∋16(

Тянликляр системини щялл едиб )....,2,1( miai =  параметрляри тапылыр− Яэяр алынмыш тянликляр

системи )....,2,1( miai =  параметрляриня нязярян хятти оларса+ онда ∋16( хятти тянликляр

системи олаъагдыр− Тутаг ки+ асылылыг cbxaxy ++= 2
 шяклиндядир−

Þ®-++=å
=
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Хятти тянликляр системини щялл едиб параметрлярин гймятлярини тапыб+ квадратик функсийада

нязяря алсаг+ емпирик дцстуру алмыш оларыг− Ашаьыдакы фрагментдя а,б вя ъ ямсалларынын
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тапылмасы цчцн тяртиб олунмуш хятти тянликляр системинин ямсалларынын щесабланмасы+ хятти

тянликляр системинин щялли ∋з(+ нязяри асылылыг ∋ЙН(+ ейни бир координат мцстявсисндя илкин

верилянлярин ∋й( вя нязяри асылылыьын ∋ЙН( графикляри гурулмушдур− Верилянляря ясасян мцяййян

едилмиш нязяри квадратик асылылыг ашаьыдакы кими йазылыр−

113.5515.7793.1)( 2 +*+*-= xxxYN

Тяртиб олунмуш щесабат блокундан истифадя едяряк илкин верилянляри щамарлашдырмаг+

графикляри гурмагла квадратик асылылыьа йахынлыьы мцяййян етмяк+ хятти тянликляр системинин

ямсалларыны щесабламаг вя квадратик асылылыьын ямслларыны мцяййян етмяк олар− Ейни гайда

иля baxy +=  хятти асылылыьын параметрляри тапыла биляр−

Бир чох практик мясялялярин щяллиндя+ хцсусилядя игтисадиййатда бязи гейри хятти

асылылыглардан эениш истифадя олунур− Бу щалда гейри хятти асылылыглар чевирмяляр вя явязлямяляр

апарылараг параметрляря нязярян хятти асылылыглара эятирилир− Ашаьыда бязи асылылыгларын

чеврилмяси верилмишдир−

0−
bxay *= − Щяр ики тяряфи логарифмляйяк− ( ) ( ) ( )xbay lnlnln *+= − Яэяр

( ) ( ) ( ) XxAaYy === ln,ln,ln  ишарялямясини апарсаг XbAY *+=  хятти асылылыбыны аларыг−

1− xbay *= − Щяр ики тяряфи логарифмляйяк− ( ) ( ) ( )bxay lnlnln *+= − Яэяр

( ) ( ) ( ) BbAaYy === ln,ln,ln  ишарялямясини апарсаг xBAY *+=  хятти асылылыбыны аларыг−

2−
x
bay += −

x
X 1
=   явязлямясини апарсаг Xbay *+=  хятти асылылыьыны аларыг−

4.
bxa

y
+*

=
1

−
y

Y 1
=  явязлямясини апарсаг baxY +=  хятти асылылыьыны аларыг−

4−
2xxcaby = − Щяр ики тяряфи логарифмляйяк− ( ) ( ) ( ) ( )cxbxay lnlnlnln 2+*+=

( ) ( ) ( ) YyCcBbAa ==== )ln(,ln,ln,ln  ишарялямясини апарсаг
2xCxBAY *+*+=

квадратик асылылыьыны аларыг−

Ян кичик квадратлар цсулу иля алынмыш йени асылылыгларда параметрляр тапылыр вя уйьун

чевирмялярля емприк дцстур тяртиб олунур−
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8,ъу мювзу

ЯДЯДИ  ИНТЕГРАЛЛАМА  ВЯ  ДИФЕРЕНСИАЛЛАМА

Мялумдур ки+ яэяр )(xf  функсийасы [ ]ba,  парчасында кясилмяздирся+ онда

ò
b

a
dxxf )( ∋0(

мцяййян интегралы вар вя онун гиймяти ( )aFbF -)(  фяргиня бярабярдир− Бурада )(xF

интегралалты )(xf  функсийасынын ибтидаи функсийасыдыр− Яксяр щалларда )(xF  ибтидаи

функсийасыны елементар функсийаларла эюстярмяк мцмкцн олмур− Мясялян:

( )
ò

2

1

sin dx
x

x
−

Диэяр тяряфдян практик мясялялярин щяллиндя интегралалты функсийа чох вахт ъядвял шякилиндя

верилир− Ядяди интегралламанын ясас мащиййяти [ ]ba,  парчасында ъядвял шяклиндя верилмиш

функсийанын мцяййян интегралыны щесабламагдан ибарятдир− Мцяййян интегралын тярифиня эюря

онун гиймяти тяляб олунан дягигликля интеграл ъямин кюмяйи иля щесабланыла биляр−

( ) òå ®D=¥®
=

b

ai

n

i
in dxxfxxfSn )(,

0

Мцяййян интегралын тягриби щесабланмасы цсуллары )(xf  интегралалты функсийасынын

)(xj  интерполйасийа чохщядлиси иля явяз едилмясиня ясасланыр− Мцяййян интегралын тягриби

цсулларла щесабланмасы дцстурлары  квадратура дцстурлары адланыр− Тутаг ки+

( )ò
b

a
dxxfxp )( ∋1(

интегралыны щесабламаг лазымдыр− Бурада )(xp [ ]ba,  парчасында мусбят мялум функсийадыр

∋ чяки функсийасы(− Айдындыр ки+ ( ) ( )xRxxf +=j)(  шяклиндя эюстяриля биляр− Бурада )(xR
  интерполйасийанын галыг щяддидир− Онда ∋1( интегралы

( ) ( ) ( ) ( ) ( )òòò +=
b

a

b

a

b

a
dxxRxpdxxxpdxxfxp j)( ∋2(

шяклиндя йазыла биляр− ∋2(,дя биринъи интеграл ядяди интеграллама дцстуруну+ икинъи ися галыг

щядди эюстярир− Диэяр тяряфдян )(xj  функсийасы

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nn xfxxfxxfxx F++F+F= ...1100j ∋3(

шяклиндя йазыла биляр − ∋2(,дя ∋3(,ц нязяря алыб
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( ) i

b

a i cdxxxp =Fò )(

ишарялямяни апарсаг

( ) ( ) ( ) ( ) ( )åò
=

=+++»
n

i
iinn

b

a
xfcxfcxfcxfcdxxfxp

0
1100)( L

 аларыг− Эюрцндцйц кими ic -ляр )(xf  функсийасындан асылы дейил  вя яввялъядян щесабланыла

биляр−

( ) ( )åò
=

-
n

i
ii

b

a
xfcdxxfxp

0
)(

 фярги квадратура дцстурларынын галыг щядди адланыр−

Нйутон-Котес дцстуру

Тутаг ки+ [ ]ba,  парчасында )(xf  функсийасынын ( )niihxxi ,...,2,1,0,0 =+=

нюгтяляриндя ),...,2,1,0(),( nixfy ii == гиймятляри мялумдур− Бу гиймятляря ясасян

Лагранжын интеполйасийа чохщядлисини гураг вя интегралалты функсийада нязяря алаг:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )i

n

i

i
n

in

nn xf
iq
C

n
nqqqqqhxLxL å

=

-

-
----

=+=
0

0
1

!
...21

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) =
-

----
=» åòò ò

=

-

dxxf
iq
C

n
nqqqqdxxLdxxf i

n

i

i
n

in
b

a

b

a

b

a n )1
!

...21(
0

( ) ( ) ( )( ) ( ) dx
iq

nqqqq
n

Cxf
b

a

i
n

inn

i
i )...21(

!
1

0 -
----

= òå
-

=

h
xx

q 0-
=   олдуьундан dqhdx *=  олар− 0xx =  олдугда 0=q  вя nxx =  олдугда

nq =  гиймятлярини вя h
n

ab
=

-
 олдуьуну  нязяря алаг−

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) dq
iq

nqqqq
n

C
n

xfabdxxf
ni

n
inn

i
i

b

a
)...21(

!
1

0
0 -

----
-» òåò

-

=

( ) ( )( ) ( ) dq
iq

nqqqq
n

C
n

H
ni

n
in

i )...21(
!

1

0 -
----

= ò
-

(5)

ишарялямясини апарсаг
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( ) ( ) ( ) i

n

i
i

b

a
Hxfabdxxf åò

=

-»
0

∋5(

дцстуруну аларыг. Бу дцстур Нйутон, Котес дцстуру адланыр− ∋4(,дя iH -ляр )(xf  функси-

йасындан асылы дейил+ интерполйасийанын дцйцн нюгтяляринин сайындан(н( асылыдыр− н-ин мцхтялиф

гиймятляриндя бу ямсаллар щесабланмыш вя мцхтялиф рийази сорьу китабларына дахил едилмишдир−

Бу ямсаллар Нйутон-Котес ямсаллары адланыр− Нйутон-Котес дцстурунун хцсуси щалларына

бахаг−

( ) ( ) ( ) 000 Hxfabdxxfn
b

a
-»®= ò ∋6(

( ) ( ) ( ) ( ) )(1 1100 HxfHxfabdxxfn
b

a
+-»®= ò ∋7(

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )(2 221100 HxfHxfHxfabdxxfn
b

a
++-»®= ò  ∋8(

Дцзбуъаглылар дцстуру

∋6( дцстурундан эюрцнцр ки+ функсийанын интеграллама парчасында бир гиймяти верилиб−

Бу щалда [ ]ba,  парчасында )(xf  функсийасынын ихтийари нюгтядя гиймятини эютцрмяк олар−

Тутаг ки+ функсийанын [ ]ba,  парчасынын орта нюгтясиндя )(5.0 bac +=  гиймяти эютцрцлцб−

( )

( )ò -÷
ø
ö

ç
è
æ +=÷

ø
ö

ç
è
æ +

÷
ø
ö

ç
è
æ +

=

b

a
abbafdxbaf

bafxL

22

20

( ) ( )ò +-÷
ø
ö

ç
è
æ +

»
b

a
Rabbafdxxf 12   ∋0/(

Бу гиймят щяндяси олараг+ отураъаьы

ab- + щцндцрлцйц ÷
ø
ö

ç
è
æ +

2
baf  олан дцзбу-

ъаглынын сащясидир− Она эюря ∋0/(,а дцз,

буъаглылар дцстуру+ ac =  олдугда сол+ bc =  олдугда ися саь дцзбуъаглылар дцстуру дейилир−

Галыг щядди гиймятляндиряк− Тутаг ки+ )(xf  функсийасы [ ]ba,  парчасында ики дяфя диферен,

сиалланандыр− Функсийаны )(5.0 bac +=  нюгтясинин йахын ятрафында Тейлор сырасына айыраг вя

Шякил 5−0−

ю
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икинъи тяртиб тюрямя иштирак едян щяддля кифайятляняк−

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

)(
2cxfcxcfcfxf -¢¢+-¢+= x

Бурада йцксяк тяртиб тюрямя иштирак едян щяддлярин явязиня икинъи тяртиб ( )cf ¢¢  тюрямясиндя

x=c  эютцрцлмцшдцр−

( ) ( ) ( )( ) ( )( )ò òòò =-¢¢+-¢=-=
b

a

b

a

b

a

b

a
dxcxcfdxcxcfdxcfdxxfR 2

1 2
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=ú

û

ù
ê
ë

é -
-

-¢¢+=
-¢¢+

-¢=
882

10|
32

1|
2

3332 baabfcxcfcxcf b
a

b
a x

( ) ( ) ( )( )3
3

24
1

8
2

6
1 abfabf -¢¢=

-¢¢= xx

[ ]ba, кичик олдугда ∋0/( дцстурундан истифадя олунур− Якс щалда [ ]ba,  парчасыны н бярабяр

щиссяйя бюлцб щяр бир парча цчцн ∋0/( дцстуруну тятбиг едирляр− Тутаг ки+ [ ]ba,  парчасы

( )ni
n

abiaxi ,...1,0, =
-

+=  бюлэц нюгтяляри иля н бярабяр щиссяйя бюлцнцб ∋шякил 5−0( вя бу

нюгтялярдя ( )ii xfy =  гиймятляри мялумдур− [ ]( )1,...,1,0, 1 -=+ nixx ii  парчаларына ∋0/(

дцсту-руну тятбиг едяк вя нятиъяляри ъямляйяк− ixc =  эютцрсяк

( ) [ ] 11210 ... Ryyyy
n

abdxxf n

b

a
+++++

-
= -ò

сол дцзбуъаглылар+ 1+= ixc  олдугда ися

( ) [ ] 1321 ... Ryyyy
n

abdxxf n

b

a
+++++

-
=ò

саь дцзбуъаглылар дцстуруну аларыг−

Мисал− Ашаьыдакы

ò -=
2

0

5.0 2

2
1 dxeS x

p

мцяййян интегралыны сол вя саь дцзбуъаглылар дцстуру иля щесаблайаг− Ашаьыдакы фрагментдя

яввялъя интегралалты )(xf  функсийасы+ бюлэц нюгтяляринин сайы ( )n + интеграллама парчасынын

уълары ∋а вя б( верилмишдир− Верилянляря эюря щ аддымы вя [ ]ba,  парчасында )(xf  функсийасынын

гиймятляри щесабланмышдыр− Рийази символлар ъядвялинин кюмяйи иля сол вя саь дцзбуъаглылар

дцстурлары йазылмышдыр− Щяр бир дцстур иля щесабат нятиъяляри якс олунмушдур−



112

Сол дцзбуъаглылар дцстуру иля щесабат блок схеми шякил 5−1,дя верилмишдир−

Шякил 5−1−
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 Яэяр функсийанын икинъи тяртиб тюрямясинин [ ]ba,  парчасында ян бюйцк гиймятини М-ля ишаря

етсяк+ галыг щяддини  ашаьыдакы кими йаза билярик−

[ ]
( )

( )( ) ( )33
3

31

,

2424
1

max

ab
n

Mabf
n

R

xfM
bax

-£-¢¢=

¢¢=
Î

x

Ашаьыдакы фрагментдя функсийанын икинъи тяртиб тюрямяси щесабланмыш+ онун мцтляг

гиймятинин графики гурулараг+ максимуму ∋М</−3( мцяййян олунмуш вя хята ∋Р(

гиймятляндирилмишдир−

Трапесляр дцстуру

∋7( дцстурундан эюрцнцр ки+ [ ]ba,  парчасында функсийанын ики ax =0  вя bx =1

нюгтяляриндя гиймяти верилиб− ∋4( –дя 0,1 == in  вя 1,1 == in  гиймятляриндя 0H  вя 1H

ямсалларыны щесаблайаг−

( ) ( )( )
( )

( )
2
1

2
10|

2
1

0
10

1!1
1 1

0

2
1

0

0
1

01

0 =÷
ø
ö

ç
è
æ --=

-
-=

-
---

= ò
- qdq

q
qqCH

Ейни гайда иля 1H  ямсалыны щесабласаг+ 5.01 =H  аларыг− Онда ∋7( дцстуру ашаьыдакы

шякилдя йазылар−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )bfafabHxfHxfabdxxf
b

a
+-=+-»ò 2

1)( 1100  ∋00(
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Шякил 5−2−

Яэяр ax =0  вя bx =1  дцйцн нюгтяляриндя Лагражын бир тяртибли интерполйасийа чохщядлисини

йазсаг+

( ) ( ) ( )
01

0
1

10

1
01 xx

xxxf
xx
xxxfxL

-
-

+
-
-

= ∋01(

вя  ону  интегралалты функсийада нязяря алсаг

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )bfafabxx
xx

xfxx
xx

xf

dx
xx
xxxf

xx
xxxfdxxLdxxf

b

a

b

a

b

a

b

a n

+-=ú
û

ù
ê
ë

é -
-

+
-

-

=
-
-

+
-
-

=» òò ò

2
1

22

)(

2
0

01

1
2

1

10

0

01

0
1

10

1
0

нятиъянин ∋00(,ля ейни олдуьуну эюрярик− Яэяр [ ]ba,  парчасы кичик дейился+ онда бу парчаны м

бярабяр щиссяйя бюлцб щяр бир парчайа ∋00( дцстуруну тятбиг етмяк олар− Тутаг ки+ верилян

парча щ аддымы иля м бярабяр щиссяйя бюлцнцб−

bxaxhxx
m

abh mii ===-
-

= + ,,, 01

[ ] [ ] [ ] [ ]mm xxxxxxxx ,,...,,,,,, 1322110 -  парчаларынын ∋шякил 5−2( щяр бириндя интегралалты

функсийаны Лагранжын интерполйасийа чохщядлиси иля явяз едиб интеграллары ∋00( дцстуру иля

щесаблайыб ъямляйяк−

( ) ( ) ( ) ( )1,...,1,0,
1

1
1

1
1 -=

-
-

+
-
-

=
+

+
+

+ mi
xx

xxxf
xx
xxxfxL

ii

i
i

ii

i
i

( ) ( ) ( ) ( )ò òòò
-

»+++=
b

a

m

x

x

x

x

x m

dxxfdxxfdxxfdxxf
1

2

1

1

0

...
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+++
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mm xfxfxxxfxfxxxfxfxx

1
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01
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )=+++++= - mm xfxfxfxfxfh
1210 2...22
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ç
è
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= å
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m
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im xfxfxf
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∋02(
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im
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a 2

1
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ç
è
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= åò

-

=

ƒ5−1,дя верилмиш интегралы ∋02( дцстуру иля щесабат блоку ашаьыда верилмишдир−

Бурада интеграллама аддымы+ бюлэц нюгтяляринин сайы вя функсийанын гиймятляри дцзбуъаглылар

дцстуру иля апарылмыш мисалдакы верилянлярля ейнидир−

Трапесляр дцстурунда ( )fR2 галыг щядди

щесабламаг цчцн Лагранжын интерполйасийа дцсту-

рунда хятанын ифадясиндян истифадя едяк вя

ax =0 + bx =1 + abh -=  олдуьуну нязяря алаг−
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dxxxxxf
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Шякил 5−3−
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Алынмыш дцстуру [ ]ba,  прачасынын м бярабяр щиссяйя бюлцнмцш няр бир [ ]1, +ii xx ( )ni ,...,1,0=

парчасына тятбиг етсяк галыг щядд ашаьыдакы кими олар:

( ) ( )( )
3

3

2 12m
abffR -¢¢

-=
x

Трапесляр дцстуру иля щесабат блок схеми шякил 5−3,дя верилмишдир−

Симпсон дцстуру

Трапесляр дцстурунда [ ]ba,  парчасында ики дцйцн нюгтясиня эюря Лагранжын интер,

полйасийа чохщядлисиндян истифадя етдик− Айдындыр ки+ дцйцн нюгтяляринин сайы артыгъа интер,

полйасийа чохщядлиси иля интерполйасийа заманы хята азалаъагдыр− Нйутон-Котес дцстурунда

2=n  эютцрсяк+ [ ]ba,  парчасы ики бярабяр щиссяйя бюлцняр вя интерполйасийа аддымы

2
abh -

= олар− Дцйцн нюгтялярини bxbaxax =
+

== 210 ,
2

,  гябул етсяк+ ∋5( дцстуру ашаьыдакы

шякилдя йазылар−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )( 221100 HxfHxfHxfabdxxf
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олар− 210 ,, HHH  ямсалларыны щесаблайаг−
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Ейни гайда иля щесабатлар апарсаг
6
1,

3
2

21 == HH  аларыг− Бу гиймятляри нязяря алсаг:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =++-»ò )
6
1

3
2

6
1( 2100 xfxfxfabdxxf

b

a

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+÷
ø
ö

ç
è
æ +

+=++
-

= bfbafafhxfxfxfab
2

4
3

4
6 210 ∋03(

Бу дцстур Симпсон дцстуру адланыр− Бу нятиъяни интегралалты функсийаны ,0 ax =

bxbax =
+

= 21 ,
2

 дцйцн нюгтяляриндя Нйутонун биринъи интерполйасийа чохщядлиси иля явяз

етмякля дя алмаг олар−
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Шякил 5−4−

Яэяр дцзбуъаглылар∋0/( вя трапесляр∋00( дцстурлары иля мцяййян интегралын щесабланмасында

[ ]ba,  парчасы бюлцнмцрдцся+ Симпсон дцстурунда верилян парча ики бярабяр щиссяйя бюлцндц−

Бурадан беля бир нятиъяйя эялирик ки+ мцяййян интегралын щесабланмасында дягиглийи артырмаг

цчцн [ ]ba,  парчасы ъцт сайда ∋1м( кичик парчалара бюлцнмялидир− Бу щалда [ ]2, +ii xx

парчасында ∋шякил 5−4( 21,, ++ iii xxx  дцйцн нюгтяляри цчцн ∋03( ашаьыдакы кими йазылар−

( ) ( ) ( ) ( )ò
+

++ ++»
2

)4(
3 21

i

i

x

x
iii xfxfxfhdxxf ∋04(

Яэяр  щяр бир [ ] )22,...4,2,0(, 2 -=+ mixx ii  парчасы цчцн ∋04( дцстуруye  йазыб ъямлясяк

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ò +++++++» -

b

a
mm xfxfxfxfxfxfxfhdxxf )42424(

3 21243210 L

дцстуруну аларыг− Бурада
m
abh

2
-= −
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Симпсон дцстуру иля щесабат блок схеми шякил 5−5,да верилмишдир−

Матщъад системиндя ƒ5−1,дя верилмиш интеграл Симпсон дцстуру иля щесабланмышдыр−

Бурада интеграллама аддымы+ бюлэц нюгтяляринин сайы вя функсийанын гиймятляри дцзбуъаглылар

дцстуру иля апарылмыш щесабатлардакы верилянлярля ейнидир−

Яввялъя функсийанын ∋ ( )ii xfy = ( ),12...,2,1 -= mi )2mn = тяк вя ъцт индексли гиймят-

ляринин ъямляри ∋с0 вя с1( щесабланмышдыр− Щесабланмыш ъямлярдян истифадя едяряк Симпсон

дцстуру иля мцяййян интегралын гиймяти  тапылмышдыр− Щесабат блоку ашаьыда верилмишдир−

Шякил 5−5−
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Матщъад системиндя мцяййян интегралын щесабаты цчцн нязярдя тутулмуш обйектдян истифадя

едяряк ƒ5−1,дя верилмиш интеграл щесабланмышдыр− Сол вя саь дцзбуъаглылар+ трапесляр вя

Симпсон дцстурлары иля мцяййян интегралын щесабалнмыш гиймятляри бу гиймятля мцгайися

олунмушдур− Щесабат нятиъяляриндян эюрцнцр ки+ Матщъад системиндяки нятиъяляр иля Симпсон

дцстуру иля алынмыш нятиъяляр ейнидир−

Симпсон дцстурунун хятасы

( ) ( )
90

5)4( hffR x
-=

 дцстуру иля гиймятляндирилир−

0/,ъу мювзу Ядяди диференсиаллама

Тутаг ки+ )(xf  функсийасы [ ]ba,  парчасында ),(, iii xfyx = )....,2,1,0( ni = гиймят-

ляри иля ъядвял шяклиндя верилиб− [ ]ba,  парчасында функсийанын тюрямяси цчцн тягриби аналитик

ифадя тапмаг тяляб олунур− Бу щалда, йяни функсийанын тюрямяси цчцн аналитик ифадя мялум

олдугда ъядвялдя олан )....,2,1,0( nixi =  вя ъядвялдя олмайан [ ]bax ,Î"  нюгтясиндя

функсийанын тюрямясини щесабламаг олар− Мялумдур ки+ )(xfy =  функсийасыны

( ) ( )xRxxf +=j)( ∋06(

шяклиндя эюстярмяк олар− Бурада ( )xj  интерполйасийа чохщядлиси+ ( )xR  ися интерполйасийа

дцстурунун хятасыдыр− ∋06(,нын щяр тяряфинин м тяртиб тюрямясини тапаг−

( ) ( )xRxxf mmm )()()( )( +=j

Функсийанын м-ъи тяртиб тюрямяси явязиня  интерполйасийа функсийасынын м-ъи тяртиб тюрямясини

эютцряк вя фярз едяк ки+ ( )xR  функсийасы чох кичикдир− Йцксяк тяртиб тюрямяляр

щесабланаркян  нязяря алмаг лазымдыр ки+ ( )xR  функсийасы чох кичик олдугда беля, онун

йцксяк тяртиб тюрямяси кичик олмайа биляр− ( )xj  интерполйасийа функсийасы явязиня Лагранжын

вя Нйутонун интерполйасийа чохщядлиляриндян истифадя  едяк−

Ы ( )xj  функсийасы кими+ дцйцн нюгтяляри ихтийари олдугда Нйутонун интерполйасийа

чохщядлисини эютцряк−
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102100100
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----++---
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Галыг щяддин тюрямясини гиймятляндиряк−
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Ейни гайда иля )(xfy =  функсийасынын 1,ъи+ 2,ъц+ тяртиб тюрямяляри щесаблана биляр−

ЫЫ− Яэяр тюрямянин щесабландыьы нюгтя [ ]ba,  парчасынын яввялиндя йерляшярся+ Нйутонун

0,ъи интерполйасийа дцстурундан истифадя даща ялверишлидир−
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Функсийанын тюрямясини дцйцн нюгтяляриндя щесабладыгда бу дцстурлар даща да садяляшяр
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ЫЫЫ− Тюрямянин гиймяти щесабланан нюгтя [ ]ba,  парчасынын сонунда йерляшярся+ Нйутонун

1,ъи интерполйасийа дцстурундан истифадя даща ялверишлидир−
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ЫV. Лагранжын интерполйасийа чохщядлисиндян истифадя едяряк+  функсийанын тюрямяси цчцн

аналитик ифадяни йазаг:
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hdqdx =  олдуьуну нязяря алаг:
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Тюрямянин ixx =  нюгтясиндя хятасы ашаьыдакы дцстурла мцяййян олунур:

)!1(
!)!()()1()( )1(

+
-

-=¢ +-

n
iinhfxR nnin

n x

н<1 олдугда функсийанын тюрямяси вя тюрямянин хятасы цчцн ифадяляри йазаг:
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2
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Ейни гайда иля икинъи+ цчцнъц вя даща йцксяк тяртиб тюрямяляр  вя онларын хяталары гиймят-

ляндириля биляр−

График шякилдя верилмиш функсийанын диференсиалланmасы

Тутаг ки+ )(xfy =  функсийасынын графики верилмишдир− Графикдя аргументин

3210 ,,, xxxx  гиймятляриня уйьун нюгтяляри гейд едяк ∋ 3210 ,,, AAAA (− Гейд олунмуш
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нюгтялярдя функсийа графикиня тохунанлар чякяк ∋шякил 5−6(− ox  оху цзяриндя узунлуьу

ващидя бярабяр ОМ парчасы айыраг− М нюгтясиндян график цзяриндя 0A  нюгтясиндя чякилмиш

тохунана паралел дцз хятт чякиб+ онун oy  оху иля кясишдийи ))(,0( 00 xfB  нюгтясини гейд

едяк− 0oB  парчасынын узунлуьу графики верилмиш )(xfy =  функсийасынын 0xx =  нюгтясиндя

тюрямясинин гиймятиня бярабярдир− 0B  нюгтясиндян ox  охуна паралел дцз хятт чякиб+ 0xy =

дцз хятти иля кясишдийи ))(,( 000 xfxC ¢  нюгтясини тапаг− Бу гайда иля ,...,, 321 CCC

нюгтялярини тапыб щамар яйри иля бирляшдирсяк верилмиш функсийанын тюрямясинин графикини аларыг−

Шякил 5−6−
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00,ъи мювзу

АДИ ДИФЕРЕНСИАЛ  ТЯНЛИКЛЯРИН  ТЯГРИБИ

ЦСУЛЛАРЛА  ЩЯЛЛИ

Ясас анлайышлар

Сярбяст  дяйишяни x+ ахтарылан функсийа )(xy  вя онун )(),...,(),( )( xyxyxy n¢¢¢  тюрямяля,

ринин  иштирак  етдийи

0),...,,,,( )( =¢¢¢ nyyyyxF ∋0(

мцнасибятиня n  тяртибли ади диференсиал тянлик дейилир− Гейд едяк ки+ бу тянлийя x + )(xy  вя

онун n -ъи тяртибдян кичик+ айры-айры тюрямяляри дахил олмайа да биляр− Диференсиал тянлийя да-

хил олан ян йцксяк тяртибли тюрямянин тяртибиня диференсиал тянлийин тяртиби дейилир− Яэяр  ∋0(

тянлийини )()( xy n
-я нязярян щялл етмяк+ йяни ону

),...,,,()( )1()( -¢= nn yyyxfxy ∋1(

шяклиндя йазмаг мцмкцн оларса+ онда ахырынъы тянлийя йцксяк тяртиб тюрямяйя нязярян щялл

олунмуш n  тяртиб диференсиал тянлик дейилир−

0),,( =¢yyxF ∋2(

тянлийи биртяртибли ади диференсиал тянлик адланыр− Айдындыр ки+ ),,( yyxF ¢  функсийасы x + )(xy
дяйишянляриндян бириндян вя йа щяр икисиндян асылы олмайа да биляр+ лакин ∋2( тянлийинин

диференсиал тянлик олмасы цчцн )(xy¢ -дян щюкмян асылы олмалыдыр−

),()( yxfxy =¢ ∋3(

шяклиндя олан тянлийя тюрямяйя нязярян щялл олунмуш биртяртибли ади диференсиал тянлик дейилир−

∋2( тянлийиндя йериня йаздыгда ону ейнилийя чевирян щяр бир )(xy j=  функсийасы щямин

тянлийин щялли адланыр− Яэяр ∋3( тянлийинин щялли гейри-ашкар шякилдя верилярся

0),( =F yx

Онда бу щялля щямин тянлийин интегралы+ 0xx =  олдугда 00 )( yx =j  олмасы шяртиня башланьыъ

шярт дейилир− Бу шярт бир чох щалларда  ашаьыдакы кими йазылыр:

00
| yy xx ==

Тяриф− Биртяртибли диференсиал тянлийин цмуми щялли ихтийари бир C  сабитинин дахил олдуьу

еля бир ),( Cxy j=  функсийасына дейилир ки9 а) C  сабитинин истянилян ядяди гиймятиндя щямин
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функсийа диференсиал тянлийи юдяйир: б( истянилян башланьыъ шярти+ йяни 00 )( yxy =  эютцрдцкдя+

C  сабити цчцн еля бир 0C  гиймяти тапмаг олар ки+ ),( 0Cxy j=  щялли щямин башланьыъ шярти

юдясин−

Тяриф− ),( Cxy j=  цмуми щяллиндя C  сабитиня мцяййян 0C  гиймятини вермякля

алынан ),( 0Cxy j=  функсийасына хцсуси щялл+ 0),,( 0 =F Cyx  мцнасибятиня ися диференсиал

тянлийин хцсуси интегралы дейилир−

Щяндяси олараг цмуми щялл координат мцстявиси цзяриндя йерляшян вя ихтийари бир

сабитдян ∋ C параметриндян( асылы олан яйриляр аилясиндян ибарятдир− Бу яйриляря верилмиш

диференсиал тянлийин интеграл яйриляри дейилир− Хцсуси щялля бу яйрилярдян бири+ мцстявинин

верилмиш ),( 00 yx  нюгтясиндян кечяни уйьундур−

Коши мясяляси− Верилмиш ),()( yxfxy =¢  тянлийинин 00 )( yxy =  башланьыъ шяртини

юдяйян )(xy j=  щяллинин тапылмасы мясялясиня Коши мясяляси дейилир− Щяндяси олараг Коши

мясялясинин щяллини тапмаг мцстявинин ),( 00 yx  нюгтясиндян кечян интеграл яйрисини тапмаг

демякдир−

Яэяр ∋3(,дя ),( yxf  функсийасы }{ byyaxxR pp 00 , --  областында кясилмяз-

дирся+ онда ∋3( тянлийинин 0x  нюгтясинин ),( 00 hxhx +-  ятрафында щеч олмазса бир щялли вар−

),( yxf  функсийасы

2121 ),(),( yyNyxfyxf -£-

Липшитс шяртини юдяйярся ∋ N , Липшитс  сабити адланыр( онда ∋3( тянлийинин верилян башланьыъ шярти

юдяйян щялли йеэанядир− Яксяр щалларда ∋3( тянлийиндя башланьыъ шярти юдяйян щяллини мялум

аналитик цсулларла тапмаг мцмкцн олмур− Бу щалда тягриби щялл цсулларындан истифадя олунур−

Диференсиал тянлийин тягриби щялл цсулларыны шярти олараг аналитик+ график вя ядяди цсуллар кими

груплара бюлцрляр−

Ардыъыл йахынлашма ∋Пикар( цсулу

Тутаг ки+ ∋3( тянлийинин ),( 00 yxM  нюгтясинин йахын ятрафында йеэаня щялли вар вя

00 )( yxy =  башланьыъ шяртини юдяйян щялли ахтарылыр− 0xx ³  областында ∋ 0xx £ областында

аналожи олараг гурулур−( ∋3(,цн щяр тяряфини 0x -дан x -я гядяр интеграллайаг:
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йахынлашмаларыны аларыг− Бу йахынлашмаларын ифадяляринин тапылмасы цчцн щеч бир програм

тяртибиня ещтийаъ йохдур− Програмы Матщъад системинин юзц тяртиб едир− Яэяр диференсиал

тянлийин саь тяряфини дяйишсяк+ апарылан щесабатларда дяйишиляъякдир− Бцтцн йахынлышмаларын

алынмыш ифадяляринин графиклярини ейни бир координат мцстявисиндя гурмаг цчцн Матщъад

системиндя нязярдя тутулмуш обйектдян истифадя едяк− Алынмыш йахынлашмаларын ишаряляндийи

функсийалары ординат охунда нязярдя тутулмуш йердя йазаг вя аргументи башланьыъ гиймятин

йахын ятрафында кичик аддымла дяйишяк−
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Гурулмуш графиклярдян эюрцнцр ки+ ардыъыл йахынлашмаларын сайы артдыгъа алынмыш йахынлаш,

малар дягиг щялля йахынлашыр− Тяртиб олунмуш щесабат блокларындан истифадя едяряк+ башга

диференсиал тянликляр дя  ардыъыл йахынлашма цсулу иля щялл едиля биляр− Бунун цчцн йалныз

диференсиал тянлийин саэ тяряфи+ ),( yxf -ин ифадясини дяйишмяк кифайятдир−
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Алынмыш дцстур иля ардыъыл йахынлашмалар гурулараг диференсиал тянликляр системинин щяллинин

тягриби аналитик ифадяси йазылыр−

Ейлер цсулу

Ардыъыл йахынлашма цсулунда щяр бир йахынлашмада мцяййян интеграллар щесабланыр−

Яксяр щалларда мцяййян интеграллары дягиг цсулларла щесабламаг мцмкцн олмур вя тягриби

цсуллардан истифадя олунур−

Тутаг ки+
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),()( yxfxy =¢ ∋5(

диференсиал тянлийинин 00 )( yxy =  башланьыъ шяртини юдяйян щяллини [ ]ba,  парчасында тапмаг

тяляб олунур− [ ]ba,  парчасыны h  аддымы иля n  бярабяр щиссяйя бюляк:
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[ ]1, +kk xx  парчасында ∋5( тянлийини интеграллайаг−
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[ ]1, +kk xx  парчасында ),( yxf  функсийасынын гиймятини сабит+ ),( kk yx  нюгтясиндяки гиймятиня

бярабяр эютцрсяк  ∋6( ашаьыдакы кими йазылар9

( ) ( ) hyxfxyxxyxfxyxy kkkkkkkkk ),()())(,( 11 +=-+= ++   ∋7(

∋7( ),( kk yx  нюгтясиндя ∋5( тянлийинин )(xy  щяллиня чякилмиш тохунанын тянлийидир− Санки

[ ]1, +kk xx  парчасында ∋5( тянлийинин щялли+ абисиси kx  олан нюгтядя чякилмиш тохунана паралел

вя ),( kk yx  нюгтясиндян кечян дцз хятт парчасы иля явяз олунур− Нятиъядя щялля йахын сыныг

хятляри алырыг ки+ бу сыныг хяття Ейлер сыныг хятти дейилир− hxx kk =-+1 олдуьуну нязяря алсаг

вя садя ишарялямялярдян истифадя етсяк+ щесабат дцстурларыны ашаьыдакы шякилдя йаза билярик9

hyxfyy kkkk ),(1 +=+

Мисал 1−
2
xyy =¢  диференсиал тянлийинин Ейлер цсулу иля 1)0(,0 == yx  башланьыъ шяртини

юдяйян  щяллини [ ]1,0  парчасында 1.0=h аддымы иля тапаг−
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 Верилян диференсиал тянлийин башланьыъ шяртини юдяйян дягиг щялли
225.0 xez = функсийасыдыр−

Тяртиб олунмуш щесабат блокунда яввялъя илкин верилянляр+ Ейлер цсулу иля щесабат алгоритми

ися сцтун вектору шякилиндя йазылмышдыр− Мцгайися цчцн алынмыш тягриби щялл иля йанашы+ дягиг

щяллин гиймятляри вя ашаьыдакы шякилдя графикляри верилмишдир−

Графикдян эюрцнцр ки+ дягиг вя тягриби щялл арасындакы фярг башланьыъдан кянарлашдыгъа

бюйцйцр− Ейлер цсулу иля щесабат блок схеми ашаьыда верилмишдир ∋шякил 6−0(:

Шякил 6−0−

Ейлер цсулу иля диференсиал тянликляр системинин тягриби щяллини тапмаг мцмкцндцр−
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222

диференсиал тянликляр системинин 1)0(,0)0(,0 === zyx  башланьыъ шяртини юдяйян щяллини

[ ]8.0,0  парчасында 1.0=h  аддымы иля тапаг− Матщъад системиндя тяртиб олунмуш щесабат

блокунда диференсиал тянликляр системинин саь тяряфляри уйьун олараг ),,( zyxf  вя ),,( zyxg

функсийалары иля ишаря олунмуш+ башланьыъ шярт вя Ейлер цсулу иля щесабат алгоритми йазылмышдыр−

Щесабат нятиъяляри yx,  вя z  сцтун векторларында якс олунмушдур−
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Гейд едяк ки+ Ейлер цсулунун дягигилийи h  аддымы иля мцяййян олунур− h  аддымыны кичик

эютцрдцкдя ися щесабатларын щяъми бюйцйцр−

Рунге-Кутт цсулу

Тутаг ки+ ∋5( диференсиал тянлийинин 00 )( yxy =  башланьыъ шяртини юдяйян щяллини [ ]ba,

парчасында тапмаг тяляб олунур− Гейд етдик ки+ бу щяллин тапылмасы мустявинин ),( 00 yx

нюгтясиндян кечян интеграл яйрисини тапмаг демякдир− [ ]ba,  парчасыны h  аддымы иля n

бярабяр щиссяйя бюляк− Рунге-Кутт цсулунда да Ейлер цсулунда олдуьу кими  щяллин kx

нюгтясиндяки ky  гиймяти 1-ky  нюгтясиндяки гиймятя ясасян тапылыр−
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§5−2,дяки мисал0 Рунге-Кутт цсулу иля щялл едилмишдир− Матщъад системиндя тяртиб олунмуш

щесабат блокунда яввялъя диференсиал тянлийин саь тяряфи вя бюлэц нюгтяляринин сайы
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Диференсиал тянлийин башланьыъ шяртини юдяйян тягриби щялли ∋й( вя дягиг щялли ∋й0( ъядвял

шякилиндя якс олунмушдур− Дягиг щялли  Ейлер вя Рунге-Кутт цсуллары иля алынмыш тягриби

щялляр иля мцгайися етсяк эюрярик ки+ Рунге-Кутт цсулу иля алынмыш щялл+ дягиг щялля даща

йахындыр−

Рунге-Кутт цсулунун щесабат блок схеми шякил 6−1,дя верилмишдир−

Шякил 6−1−
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Нязяриййядян мялумдур ки+  йцксяк тяртиб тюрямяйя нязярян щялл едилмиш  н  тяртибли ади
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ï
ï
î

ïï
í

ì

+-+=
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yyxxmy
dt
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xyxymx
dt
dx
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22
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Ван-Дер-Пол тянлийинин

î
í
ì

=
=

1)0(
0)0(

y
x

башланьыъ шяртини юдяйян щяллиня бахылыр− Матщъад системиндя бу тянлийин тягриби щяллинин

Рунге-Кутт цсулу иля тапылмасы цчцн щесабат блоку ашаьыдакы кимидир−

Щесабат блокунда яввялъя м-параметри+ щесабат аддымы ∋щ(+ щесабат нюгтяляринин сайы ∋н(

диференсиал тянликляр системинин саь тяряфляри ),,( yxtf  вя ),,( yxtg  функсийалары верилмишдир−

)4,3,2,1(, =jlk i
j

i
j  ямсаллары щесабланмыш  вя диференсиал тянлийин щялли цчцн башланьыъ шяртляр

вериляряк  довр гурулмушдур−

Щяллин графикляри ашаьыдакы кими олар−
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м параметрини дяйишмякля Ван-Дер-Пол тянлийинин мцхтялиф щяллярини алмаг олар− Бязи

щалларда диференсиал тянлийин фаза мцстявисиндя трайекторийаларынı гурмагла щяллин

дайаныглыьыны тядгиг едирляр− Ашаьыдакы фрагментдя Матщъад системиндя  щялл фаза

мцстявисиндя гурулмушдур−

Рунге-Кутт цсулунда щесабатларын чятин олмасына бахмайараг Ейлер цсулу иля мцгайисядя

дягиглик йцксякдир вя щесалама аддымынын  дюрдцнъц  гцввяти иля ∋
4h ( мцгайися олунур−

Алгоритмин блок-схеми ашаьыдакы кимидир ∋шякил 6−2(:
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Шякил 6−2−

Матщъад системиндя диференсиал тянликляр системинин щялли цчцн ∋Коши мясялясинин щялли(

мцхтялиф стандарт функсийалар ишлянмишдир− Ркфихед ∋й/+т/+т0+н,д( вя Ркадапт ∋й/+т/+т0+н,д(

стандарт функсийаларында Рунге-Кутт цсулундан+ Булстоер ∋й/+т/+т0+н,д(  стандарт функси,

йасында ися Булирша-Штера цсулундан истифадя олунуб− Бу стандарт функсийаларда т/ сярбяст

дяйишянин башланьыъ гиймяти+ й/ ахтарылан функсийанын т/ анында башланьыъ гиймяти ∋сцтун

вектору шяклиндя(+ т0,сярбяст дяйишянини сон гиймяти + н, щесабат нюгтяляринин сайы+ д-дифе,

ренсиал тянликляр системинин саь тяряфи ∋сцтун вектору шяклиндя( ишаря олунмушдур− Ашаьыда

тяртиб олунмуш щесабат блокунда  Ван-Дер-Пол тянлийи Ркадапт ∋й/+т/+т0+н,д( стандарт

функсийасындан истифадя едиляряк щялл едилмиш  вя щялл фаза мцстявисиндя  гурулмушдур−
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01,ъи мювзу  Ади диференсиал тянлик цчцн сярщяд мясяляси

Мялумдур ки+ n  тяртибли ади диференсиал тянлийин цмуми щяллиндя n  сайда ихтийари сабит

иштирак едир− Бу сабитлярин биргиймятли мцяйян олунмасы цчцн тянлийин ахтарылан щялли вя

тюрямяляринин цзяриня тянлийин тяртиби сайда хятти асылы олмайан шяртляр гойулур− Ардыъыл

йахынлашма+ Ейлер вя Рунге-Кутт цсулларында башланьыъ шярти юдяйян щяллин тапылмасына ∋Коши

мясяляси( бахдыг− Бу шяртлярдя сярбяст дяйишянин  йалныз бир гиймятиндя ахтарылан функсийа вя

онун тюрямяляри цзяриня шяртляр гойулурду− Практик мясялялярдя ади диференсиал тянлийин

щяллиня аргументин башланьыъдан фяргли нюгтялярдя дя мцяййян шяртляр гойулур− Беля шяртляря

сярщяд шяртляри дейилир− Диференсиал тянлийин

сярщяд шяртлярини юдяйян щяллинин тапылмасына

сярщяд мясяляси дейилир− Практикада чох раст

эялинян бязи сярщяд шяртляриня бахаг−

Тутаг ки+ икинъи тяртиб тюрямяйя нязя-

рян щялл олунмуш

( )yyxfy ¢=¢¢ ,,      ∋0/(

ади диференсиал тянлийи верилмишдир−

Мисал 0− ∋0/( тянлийинин [ ]ba,  парча,

сында ( ) ( ) BxyAxy bxax == == |,|  шяртлярини юдя,

йян щяллини тапмаг тяляб олунур ∋шякил 6−3(−

Бу щяндяси олараг мцстявинин ( )AaM ;  вя ( )BbN ;  нюгтяляриндян кечян щяллин тапылмасы

демякдир−

Мисал 2− ∋0/( тянлийинин [ ]ba,

парчасында ( ) ( ) BxyAxy bxax =¢=¢ == |,|  шяртля,

рини юдяйян щяллин тапылмасы тяляб олунур

(шякил 6−4(− Бу абсисляри ax =  вя bx =
олан нюгтялярдя ахтарылан щялля чякилян

тохунанларын ox  охунун мцсбят истигамяти

иля ямяля эятирдийи буъагларын ( )Aarctg=a

вя ( )Barctg=b  олмасы демякдир−

Мисал 2− ∋0/( тянлийинин [ ]ba,

парчасында ( ) ( ) BxyAxy bxax ==¢ == |,|  шяртлярини юдяйян щяллин тапылмасы тяляб олунур ∋шя,

Шякил 6−3−

Шякил 6−4−
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кил 6−5−(− Бу мцстявинин M  нюгтясиндя чякилян тохунанын буъаг ямсалынын A -йа бярабяр вя

( )BbN ;  нюгтясиндян кечян щяллин тапылмасы демякдир ∋Ейни гайда иля ( ) ,| Axy ax ==

( ) Bxy bx =¢ =| сярщяд шярти изащ олуна биляр(− Бахылан мисалларда шяртляр щяллин ахтарылдыьы

парчанын цъларында верилирди− Бу шяртлярдя парча дахилиндяки нюгтялярдя иштирак едя биляр−

Мясялян,

( )yyyxfy ¢¢¢=¢¢¢ ,,,

 Диференсиал тянлийинин [ ]ba,   парчасында

( ) ( ) ( ) [ ]baxcxyBbyAay ,,,, 11 Î=¢==

шяртлярини юдяйян щяллин тапылмасы тяляб олуна

биляр− Цму-миййятля сярщяд шяртляри [ ]ba,

парчасында йерляшян ),...,2,1( mkxk =  нюгтяля,

риндя ахтарылан щяллин вя онун тюрямяляринин

гиймяти иштирак етдийи ∋диференсиал тянлийин тяр,

тиби сайда( хятти асылы олмайан  гейри-хятти тян,

ликляр системи шяклиндя вериля биляр−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,,,...,,, 111 =¢¢¢¢¢¢ mmmi xyxyxyxyxyxyG + )3,2,1( =i

Яэяр бу шярт ахтарылан функсийа вя онун тюрямяляриня эюря хятти оларса+ беля сярщяд шяртляри

хятти адланыр−

Хятти  сярщяд мясяляси

∋0/( тянлийи вя гойулан сярщяд шяртляри хятти олдугда мясяляйя хятти сярщяд мясяляси

дейилир− n  тяртибли ади диференсиал тянлик цмуми шякилдя

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( )xfyL

yxpyxpyxpyxpyL nn
nn

=
+¢+++= -

-
1

1
10 L

кими йазылыр− Бурада ( )( )nixpi ,...,1,0=  вя ( )xf  функсийалары [ ]ba,  парчасында кясилмяздир−

Фярз едяк ки+ сярщяд шяртляриндя йалныз ax =  вя bx =  абсисляри иштирак едир− Беля мясяля

икинюгтяли сярщяд мясяляси адланыр− Цмуми щалда икинюгтяли хятти сярщяд мясяляси

[ ]

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )å
-

=

+=

==
1

0

)(

),...,2,1(,
n

i

i
ij

i
ijj

jj

byayyR

njyR

ba

g

 шяклиндя йазылыр− ),...,2,1(,0 njj ==g  олдугда сярщяд шяртляри биръинс+ якс щалда ися гейри

Шякил 6−5−
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биръинс сярщяд шяртляри адланыр− Бурада ijj ag ,  вя ),...,2,1( njij =b  верилян сабит ядядлярдир−

2=n  олдугда ijj ag ,  вя )2,1( =jijb  сабитляринин мцяййян гиймятляриндя йухарыда верилмиш

мисаллардакы сярщяд шяртлярини алмаг олар−

Икитяртибли хятти диференсиал тянлик цчцн икинюгтяли хятти сярщяд мясяляси

Икитяртибли ади диференсиал тянлийин башланьыъ шяртлярини юдяйян тягриби щяллинин тапылмасы

цсулларындан истифадя едяряк+ сярщяд мясялясинин тягриби щяллини тапмаг олар− Тутаг ки+

икитяртибли хятти гейри-биръинс

( ) ( ) ( )xfyxqyxpy =+¢+¢¢ ∋00(

диференсиал тянлийинин  хятти гейри ,биръинс икинюгтяли

( ) ( )
( ) ( )î

í
ì

=¢+
=¢+

210

110

sbyby
sayay

bb
aa

∋01(

сярщяд шяртини юдяйян щялли ахтарылыр− Бурада ( ) ( )xqxp ,  вя ( )xf  кясилмяз функсийалардыр−

( ) 2110101010 ,,0,0,,, ss¹+¹+ bbaabbaa  верилмиш сабит ядядлярдир− ∋00( , ∋01( мясяля,

синин щяллини

)()( xvxcuy += ∋02(

шяклиндя ахтараг− Бурада ( )xu

( ) ( ) 0=+¢+¢¢ uxquxpu ∋03(

биръинс тянлийинин сыфырдан фяргли щялли+ ( )xv  ися

( ) ( ) ( )xfvxqvxpv =+¢+¢¢ ∋04(

 гейри биръинс тянлийин щяллидир− Айдындыр ки+ ∋02(,ля мцяййян олунан функсийа ∋00( тянлийини

юдяйяъякдир− Ихтийари c сабити цчцн ∋02(,цн ∋01( сярщяд шяртинин биринъисини юдямясиня бахаг−

( ) ( )( ) ( ) Þ=¢+¢++ 110 )()( savaucavacu aa

( ) ( ) ( ) ( ) 11010 )( savavauauc =¢++¢+ aaaa (16)

î
í
ì

=¢+

=¢+

110

10

)()(
0)()(
savav

auau
aa
aa

∋06(

∋06( бярабярликляри юдяндикдя ихтийари c  цчцн ∋05( шярти юдяняъяк− Яэяр

( ) ( ) 0,, 01 ¹-=¢= kkaukau aa ∋07(

вя

( ) ( ) 0,0, 0
0

1 ¹=¢= a
a

avsav ∋08(
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эютцрсяк ∋06( бярабярликляри юдяняр− Бурадан алыныр ки+ ( )xu  функсийасы ∋03( биръинс тянлийинин

∋07( башланьыъ шяртини юдяйян щялли+ ( )xv  функсийасы ися ∋04( гейри ,биръинс тянлийинин  ∋08(

башланьыъ шяртини юдяйян щяллидир− ∋07( вя ∋08( мцнасибятляри иля ( ) ( ) ( ) ( )avavauau ¢¢ ,,, -нын

сечилмяси+ ∋05( вя ∋06( шяртляринин юдянмяси демякдир− Демяли+ ихтийари c  сабити цчцн

)()( xvxcuy +=  функсийасы [ ]ba,  парчасынын ax =  уъунда ∋01( сярщяд шяртинин биринъи

тянлийинин юдянмясини тямин едир− c  сабитини еля сечяк ки+ ∋02( функсийасы ∋01( сярщяд шяртинин

икинъи тянлийини юдясин−

( ) ( )( ) ( ) Þ=¢+¢++ 210 )()( sbvbucbvbcu bb

( ) ( ) ( ) ( ) 21010 )( sbvbvbubuc =¢++¢+ bbbb

( ) ( )( )
( ) ( ) ,

10

102

bubu
bvbvsc

¢+
¢+-

=
bb
bb

( ) ( ) 010 ¹¢+ bubu bb                  ∋1/(

Демяли ∋00(,∋01( сярщяд мясяляси  ∋03(,∋07( вя ∋04(,∋08(  кими ики Коши мясялясиня эятирилди−

Гейд едяк ки+ ∋1/( шярти юдяндикдя ∋00(,∋01( сярщяд мясялясинин йеэаня щялли вар− ∋03(,∋07(

вя ∋04(,∋08( мясялялярини тягриби цсулларла щялл едиб, ( )xu  вя ( )xv  функсийаларынын ъядвял

гиймятляриня эюря c  сабитинин гиймяти нязяря алынмагла ∋00(,∋01( сярщяд мясялясинин

щяллинин ъядвялини алмаг олар−

Сонлу фяргляр цсулу

Тутаг ки+ ∋00( , ∋01( сярщяд мясялясинин [ ]ba,  парчасында тягриби щяллини тапмаг тяляб

олунур− [ ]ba,  парчасыны h  аддымы иля n  бярабяр щиссяйя бюляк:

.,),,...,2,1,0(,, 00 bxaxniihxx
n

abh ni ===+=
-

=

Бу парчада кясилмяз олан ( ) ( )xqxp ,  вя ( )xf  функсийаларынын бюлэц нюгтяляриндя гиймятлярини

( ) ( ) ( )iiiiii xffxqqxpp === ,,

ишаря едяк. ∋00( , ∋01( сярщяд мясялясинин щялли ( )xy  функсийасыны вя онун тюрямялярини ix

бюлэц нюгтяляриндя гиймятлярини ii yy ¢,  вя iy ¢¢  иля ишаря едиб+ сонлу фярглярля ифадя едяк9

),1,...,2,1(,1 -=
-

»¢ + ni
h

yyy ii
i
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)2,...,2,1(,2
2

12
2

1 -=
+-

=
D-D

»¢¢ +++ ni
h

yyy
h

y iiiii
i ∋10(

axx == 0  вя bxx n ==  нюгтяляриндя ися биринъи тяртиб тюрямяляри

,01
0 h

yyy -
»¢ ,1

h
yyy nn

n -
-

»¢ -
∋11(

дцстурлары иля явяз едяк− ∋10(  дцстурларыны ∋00(,дя:

)2,...,2,1,0(,2 1
2

12 -==+
-

+
+- +++ nifyq

h
yyp

h
yyy

iii
ii

i
iii

∋11( дцстурларыны ися ∋01(,дя нязяря алсаг

2
1

10

1
01

100

s
h
yyy

s
h

yyy

nn
n =

-
+

=
-

+

-bb

aa

хятти тянликляр системи аларыг− Бу хятти тянликляр системиндя ),...,2,1,0( niyi =  дяйишянляринин

вя тянликлярин сайы 1+n -дир− Алынмыш тянликляр  системини садяляшдиряк9

ï
î

ï
í

ì

=++-
=+-

-==+-++-

-

++

21011

111010

2
21

2

)(
)(

)2,...1,0(,)2()1(

hsyhy
hsyyh

nifhyyhpyqhhp

nn

iiiiiii

bbb
aaa  ∋12(

5=n  эютцрсяк ∋12( тянликляр системинин биринъи дюрд тянлийи ашаьыдакы шякилдя

0
2

21000
2

0 )2()1( fhyyhpyqhhp =+-++- 0=i

1
2

32111
2

1 )2()1( fhyyhpyqhhp =+-++- 1=i

2
2

43222
2

2 )2()1( fhyyhpyqhhp =+-++- 2=i

3
2

54333
2

3 )2()1( fhyyhpyqhhp =+-++- 3=i

ахырынъы ики тянлик ися

251041

111010

)(
)(

shyhy
shyyh
×=++-

×=+-
bbb
aaa

шяклиндя йазылар− Матщъад системиндя диференсиал тянлик цчцн сярщяд мясялясинин щяллини

мисалла изащ едяк− Тутаг ки+

xyyxy 422 -=-¢-¢¢

диференсиал тянлийинин
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( ) ( )
( ) 718.31

000
=

=¢-
y

yy

сярщяд шяртлярини юдяйян тягриби щяллини тапмаг тяляб олунур− ∋00( диференсиал тянлийини вя ∋01(

сярщяд шяртини верилян диференсиал тянлик вя уйьун сярщяд шяртляри иля мцгийися етсяк

верилянляри ашаьыдакы кими мцяййян едя билярик:

( ) ( ) ( )

718.3,0,0,1
1,1

4....2...2

2110

10

====
-==

-=-=-=

ss

xxfxqxxp

bb
aa

н<3 эютцрцб [ ]1,0  парчасыны дюрд бярабяр  щиссяйя бюляк− Бюлэц нюгтяляриндя сонлу

фярг тянликлярини тяртиб едяк− Ашаьыдакы щесабат блокунда илкин верилянляр+ бюлэц нюгтяляри+

н<3 олдугда+ ∋12( тянликляр системинин ясас матриси вя сярбяст щядляр сцтуну цмуми шякилдя

верилмишдир−

Матрисин щяр бир елементинин щесабат дцстурларыны йаздыгдан сонра нятиъяляри екранда

якс етдиряк− Тянликляр системини матрис цсулу  иля щялл едиб+ щяллин графикини гураг−
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Гурулмуш графикдян эюрцнцр ки+ алынмыш тягриби щялл диференсиал тянлик цчцн гойулмцш сярщяд

шяртини юдяйир−  Яэяр сярщяд шяртлярини даща цмуми шякилдя

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )î

í
ì

=¢++¢+
=¢++¢+

211101110

101000100

sbybyayay
sbybyayay

bbaa
bbaa

йазыб+ ∋11( дцстурларыны  нязяря алсаг ∋12( тянликляр системинин йалныз ахырынъы ики тянлийи

дяйишяъякдир−

2111011111101110

1010010010100100

)()(
)()(

shyhyyyh
shyhyyyh

nn

nn

×=++-+-
×=++++-

-

-

bbbaaa
bbbaaa

∋13(

Бязи щалларда дягиглийи артырмаг мягсяди иля ∋10( дцстурлары явязиня

)1,...,2,1(,2,
2 2

1111 -=
+-

»¢¢
-

»¢ -+-+ ni
h

yyyy
h

yyy iii
i

ii
i

дцстурларындан истифадя едирляр− Онда цмуми шякилдя ∋13( сярщяд шяртлярини  нязяря алсаг+ ∋12(

тянликляр системинин явязиня  ашаьыдакы тянликляр системини аларыг:

ï
ï

î

ï
ï

í

ì

×=++-+-
×=++++-

-==+-++-

-

-

-+-+

2111011111101110

1010010010100100

11
2

11

)()(
)()(

)1,...,2,1(,2

shyhyyyh
shyhyyyh

nifyq
h

yyp
h

yyy

nn

nn

iii
ii

i
iii

bbbaaa
bbbaaa

 Яксяр щалларда хятти сярщяд мясялясинин щяллиндя говма цсулундан истифадя олунур−

Говма цсулу

Сонлу фяргляр цсулу иля сярщяд мясялясинин щялли хятти тянликляр системинин щяллиня

эятирилир− ∋12( тянликляр системинин ясас матрисинин елементляринин щесабланмасында мцяййян

гануна-уйьунлуг вар− n  бюйцк олдугда хятти тянликляр системинин щялли вахтапарыъы

олдуьундан онун щялли цчцн хцсуси цсул ишлянмишдир− Бу цсул говма цсулу адланыр− ∋00(,∋01(

мясялясиндя фярз едяк ки+ ( ) ( )xqxp ,  вя ( )xf  функсийалары [ ]ba,  парчасында кясилмяздир−

Сонлу фяргляр цсулунда олдуьу кими [ ]ba,  парчасыны n  бярабяр щиссяйя бюлцб+ бюлэц нюгтяля,
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риндя сонлу фярглярдян истифадя едяряк+  сонлу-фярг тянликлярини йазаг9

)2,...,2,1,0(,2 1
2

12 -==+
-

+
+- +++ nifyq

h
yyp

h
yyy

iii
ii

i
iii

,2 ii mhp =- )2,...,2,1,0(,1 2 -==+- ninqhhp iii  ишарялямялярини апарсаг+  сонлу фярг

тянликляри ашаьыдакы шякилдя йазылар:

)2,...1,0(,2
21 -==++ ++ nifhyymyn iiiiii ∋14(

(25)-дя 1+iy  дяйишянини тапаг9

î
í
ì

-=--= ++ )2,...1,0(,1
2

2

1 niy
m

y
m
n

m
fhy i

i
i

i

i

i

i
i ∋15(

Тутаг ки+ ∋15( тянликляриндян iy  дяйишянляри йох едилиб− Онда ∋15( тянликлярини цмуми шякилдя

ашаьыдакы кими йаза билярик−

)( 21 ++ -= iiii ydcy ∋16(

ic  вя id  ямсалларыны тапаг− 0=i  олдугда ∋15(,дан вя биринъи сярщяд шяртиндян ашаьыдакылары

йаза билярик:

01

111
02

0
0

0

0

0

0
2

1 ,1
aa

a
h

hsyyy
m

y
m
n

m
fhy

-
-

=--=

Þ-
-

×+
-

×-= 2
001

1

0

0

01

11

0

0

0

0
2

1
1 y

mh
hs

m
n

h
y

m
n

m
fhy

aaaa
a

)(
)( 20

2

01

01

10010

01
1 yfh

h
nhs

nhm
hy -+

-+-
-

=Þ
aaaaa

aa

Бурада
10010

01
0 )( aaa

aa
nhm

hc
+-

-
= 0

2

01

01
0 fh

h
nhsd +

-
=

aa   ∋17(

ишарялямялярини апарсаг+ )( 2001 ydcy -=  аларыг− )( 111 +-- -= iiii ydcy  мцнасибятини   ∋15(,да

нязяря алсаг

Þ--=-

Þ-+-=

+--+-

++
---

+

211
2

11

21
111

2

1

)(

1

iiiiiiiii

i
i

i
i

ii

i

iii

i

i
i

ydcnfhycnm

y
m

y
m
cn

m
dcn

m
fhy

)(1
211

2

1
1 +--

-
+ --

-
= iiiii

iii
i ydcnfh

cnm
y  аларыг−
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1

1

--
=

iii
i cnm

c вя 11
2

---= iiiii dcnfhd )2,...,2,1(, -= ni ∋18(

ишарялямялярини апарсаг+ )( 21 ++ -= iiii ydcy  мцнасибятини аларыг− ∋17(,и нязяря алмагла ∋18(

дцстурларынын кюмяйи иля ic  вя id )2,...,2,1( -= ni  ямсалларыны щесаблайа билярик− Бу

ямсалларын щесабланмасы дцз эедиш адланыр− ∋16(,дя 2-= ni  эютцрцб+ сярщяд шяртляринин

икинъи тянлийиндян истифадя едяряк ny  дяйишянини тапа билярик−

)( 221 nnnn ydcy -= ---
2110

2212
2

1
10

-

---

++
+

=Þ=
-

+
n

nn
n

nn
n ch

dchsys
h
yyy

bbb
b

bb

Тапылмыш ny  дяйишянинин бу гиймятиня+ 2-nc  вя 2-nd  ямсалларынын щеабланмыш гиймятляриня

эюря 1-ny + 2-ny + 13 ,..., yyn-  гиймятлярини вя
01

111
0 aa

a
h

hsyy
-
-

= гиймятини щесаблайа билярик−

)0,1,...2,1,(, --= nnniyi  гиймятляринин щесабланмасы тярс эедиш адланыр−

§5−4−2,дя бахылан сярщяд мясялясинин говма цсулу иля Матщъад системиндя щяллини

ашаьы-дакы щесабат блоку иля йериня йетирмяк олар−

Щесабат нятиъясиндя дцз эедишин нятиъяляри ъ вя д сцтун векторларында якс олунмушдур−

Бу нятиъяляря эюря тярс эедиш йериня йетирилмиш сярщяд шяртини юдяйян тягриби щяллин ∋й(

ъядвяли алынмышдыр−
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Мювзу 02

ИКИТЯРТИБЛИ  ХЦСУСИ  ТЮРЯМЯЛИ  ДИФЕРЕНСИАЛ

ТЯНЛИКЛЯР−

Ясас анлайышлар

Физика вя механиканын бир чох мясяляляринин тядгигиндя рийази моделляр хцсуси

тюрямяли диференсиал тянликлярля тясвир олунур− Цмумиййятля ади диференсиал тянликлярдя олдуьу

кими хцсуси тюрямяли диференсиал тянликлярин дя чох аз щалларда дягиг щяллини аналитик цсулларла

тапмаг олур− Она эюря дя бу тип мясялялярин щялли цчцн мцхтялиф тягриби цсуллар ишлянмишдир−

Садялик цчцн ики дяйишянли функсийанын иштирак етдийи хцсуси тюрямяли хятти диференсиал тянлийя

бахаг− Яэяр хцсуси тюрямяли диференсиал тянлик ахтарылан функсийа вя онун тюрямяляриня

нязярян хяттидирся+ онда бу тянлийя хятти хцсуси тюрямяли диференсиал тянлик дейилир− Цмуми

щалда ики дяйишянли икитяртибли хятти хцсуси тюрямяли диференсиал тянлик ашаьыдакы кими йазылыр9

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxfcuuyxbuyxauyxCuyxBuyxA yxyyxyxx ,,,,,2, =+++++  ∋0(

Бурада yxyyxyxx uuuuu ,,,, -ля ахтарылан ( )yxu ,  функсийасынын х вя й дяйишянляриня нязярян

биринъи вя икинъи тяртиб тюрямяляри ишаря олунмушдур− Фярз едяк ки+ ∋0( тянлийиндя иштирак едян

( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxbyxayxCyxByxA ,,,,,,,,, + ),( yxc  вя ),( yxf  ики дяйишянли функсийалары мцяййян

гапалы областда кясилмяздирляр− ∋0( тянлийини ейнилийя чевирян ( )yxuz ,=  функсийасы цч юлчцлц

фязада сятщи тясвир едир− Бу сятщя интеграл сятщи дейилир− Яэяр ∋0( тянлийиндя ямсаллар сабит

ядядляр оларса+ онда тянлик сабит ямсаллы хцсуси тюрямяли диференсиал тянлик адланыр−

2BACD -=

тянлийин дискриминанты адланыр− Дискриминант тянлийин типини мцяййян едир вя ихтийари ъырлаш,

майан чевирмядя тянлийин типи дяйишмир− ∋0( тянлийи 0fD  олдугда еллиптик+ 0=D  олдугда

параболик+ 0pD  олдугда ися щиперболик тип тянлик адланыр− Гейд етдик ки+ яксяр физики про,

сесляр хцсуси тюрямяли диференсиал тянликлярля характеризя олунур− Мясялян+ стасионар режимдя+

йяни ялавя истилик мянбяйи олмадыгда истилийин йайылмасы ашаьыдакы тянликля характеризя олунур9

02

2

2

2

=
¶
¶

+
¶
¶

y
u

x
u

∋1(

Бурада ( )yxuu ,=  функсийасы лювщянин ∋х+й( нюгтясинин температуруну характеризя едир− Бу

тянликдя 1,0,1 === CBA  олдуьуну нязяря алсаг 01f=D  олар− Бу тянлийин типи еллиптикдир

вя Лаплас тянлийи адланыр−
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2

2

2

2

y
u

x
uu

¶
¶

+
¶
¶

=D

оператору Лаплас оператору адланыр− Лаплас тянлийи чох вахт 0=Du  кими йазылыр− Кясилмяз тю,

рямяляри олан ( )yxu ,  функсийасы Φ областында Лаплас тянлийини юдяйирся+ бу функсийайа щар,

моник функсийа дейилир−

),(),(),(),(
),(,),(,),(

332211

22
321

yxucyxucyxucyxu
yxyxuxyyxucbyaxyxu

++=
-==++=

функсийаларынын щяр бири ∋1( тянлийини юдядийиндян щармоник функсийадыр− Гейри-биръинс Лаплас

тянлийи

( )yxfuuu
y
u

x
u

yyxx ,2

2

2

2

=D=+=
¶
¶

+
¶
¶

∋2(

Пуассон тянлийи адланыр− Бу тянлик стасионар олмайан просеслярдя, йяни ялавя истилик мянбяйи

олдугда истилийин пайланмасыны характеризя едир− Айдындыр ки+ ∋2( тянлийи еллиптикдир−

Истиликкечирмя вя диффузийа мясяляляринин рийази модели яксяр щалларда

02

2
2 =
¶
¶

-
¶
¶

x
ua

t
u

тянлийи иля йазылыр− 2,0,0 aCBA -===  олдуьуну нязяря алсаг+ 0=D  олар− Тянлийин типи па,

раболикдир− Бу тянлийя истиликкечирмя тянлийи дейилир−

02

2

=
¶
¶

y
u

1,0,0 === CBA  вя 0=D  олдуьундан тянлийин типи параболикдир− Тянлийин щялли(интеграл

сятщ( ( ) ( )xxyu yj +=  кими йазыла биляр− Бурада ( )xj  вя ( )xy  ихтийари бирдяйишянли функсийа,

лардыр−

Физикада яксяр рягс просесляри

2

2
2

2

2

x
ua

t
u

¶
¶

=
¶
¶

тянлийи иля характеризя олунур− 2,0,1 aCBA -===  вя 0pD  олдуьундан тянлик щиперболик

типдир− Бу тянлийя адятян симин рягс тянлийи дя дейилир−

Хцсуси тюрямяли диференсиал тянликлярин цмуми щалда сонсуз сайда щялли вар− Яэяр тян,

лик щяр щансы физики просеси характеризя едирся+ биргиймятли щялл цчцн ялавя шяртляр гойулма,

лыдыр−

( ) ( ) 02 22 =+- dxCBdxdydyA

диференсиал  тянлийи  ∋0( – ин  характеристик  тянлийи  адланыр−  Щиперболик  тянлийин  ики  щягиги
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( ) ,, 1cyx =j ( ) 2, cyx =y + параболик тянлийин бир щягиги ( ) cyx =,j + еллиптик тянлийин ися ики

хяйали характеристика аиляси вардыр ( ) ( ) 1,, cyxiyx =+ yj + ( ) ( ) 2,, cyxiyx =- yj − Бу

характеристикалар мялум олдугда хцсуси тюрямяли диференсиал тянлийи каноник шякля эятирмяк

олар−

Еллиптик тянлик цчцн сярщяд шяртляри

Мцхтялиф стасионар физики просеслярин тядгиги яксяр щалларда ашаьыдакы еллиптик тип

тянлийин щяллиня эятирилир−

[ ] ( )yxfcubuauuuL yx ,=+++D=  ∋3(

Щяллин просеси биргиймятли+ дцзэцн характеризя

етмяси цсцн мцяййян сярщяд шяртляри верил-

мялидир− Гейд етмяк лазымдыр ки+ бу тип тян,

ликляр цчцн Коши мясялясинин щяллиня бахылмыр+

чцнки алынмыш щялл ола биляр ки+ коррект олмасын−

Она эюря дя еллиптик тянликляр цчцн яксяр щал,

ларда сярщяд мясяляляринин щяллиня бахырлар−

Тутаг ки+ ( ) ( ) ( ) ( )yxfyxcyxbyxa ,,,,,,,  кясилмяз функсийалардыр−

0,ъи сярщяд мясяляси− Тутаг ки+ Φ областынын сярщядди G  яйриси ∋шякил 7−0( бойунъа

кясилмяз ( ) ( )yxP ,jj =  функсийасы верилмишдир− Еля ( ) ( )yxupu ,=  функсийасы ахтарылыр ки+ Φ

областынын дахили нюгтяляриндя ∋3( тянлийини юдясин+ G  яйриси бойунъа ися гиймяти верилян

( ) ( )yxP ,jj =  функсийасына бярабяр олсун− Йяни ашаьыдакы шяртляр юдянсин−

( )[ ] ( )
( ) ( ) GÎ=

Î=
PPPu

GPPfPuL
,

,
j

1,ъи сярщяд мясяляси− Тутаг ки+ G  яйриси иля щцдудланмыш Φ областында кясилмяз

( )p1j  функсийасы верилмишдир− Еля ( ) ( )yxupu ,=  функсийасы ахтарылыр ки+ Φ областынын дахили

нюгтяляриндя ∋3( тянлийини юдясин+ G  яйриси бойунъа ися функсийанын n  нормалы истигамяти

цзря тюрямяси+ верилян ( )p1j  функсийасына бярабяр олсун− Йяни ашаьыдакы шяртляр юдянсин−

( )[ ] ( )
( ) ( ) GÎ=
¶

¶
Î=

PP
n
Pu

GPPfPuL

,

,

1j

2,ъц сярщяд мясяляси− Тутаг ки+ Φ областынын сярщядди G  яйриси бойунъа кясилмяз

( ) ( )yxP ,yy =  функсийасы верилмишдир− Еля ( ) ( )yxupu ,=  функсийасы ахтарылыр ки+

X

Y

P(x,y)G

Г

.

O

Шякил 8.1.
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( )[ ] ( ) GPPfPuL Î= ,

( ) ( ) ( )

0

,

10

10

¹+

GÎ=
¶

¶
+

aa

yaa PP
n
PuPu

шяртляри юдянсин− 0,1 10 == aa  олдугда цчцнъц сярщяд мясялясиндян биринъи сярщяд

мясяляси+ ,00 =a 11 =a  олдугда ися икинъи сярщяд мясяляси алыныр− Гейд едяк ки+ Φ областы

мящдуд олдугда сярщяд мясяляси дахили+ якс щалда ися хариъи сярщяд мясяляси адланыр− Лаплас

тянлийи цчцн биринъи сярщяд мясяляси Дирихле мясяляси+ икинъи сярщяд мясяляси Нейман

мясяляси+ цчцнъц сярщяд мясяляси ися гарышыг мясяля адланыр− Нязяриййядян мялумдур ки+

Дирихле мясяляси корректдир− Йяни ( ) ( )yxyx ,,, 21 jj  сярщяд шяртляри G  яйриси бойунъа

( ) ( ) ejj p|,,| 21 yxyx -

шяртини юдядикдя  уйьун ( ) ( )yxuyxu ,,, 21  щялляри

( ) ( ) ep|,,| 21 yxuyxu -
шяртини юдяйир−

Лаплас тянлийинин сонлу фярглярля йазылышы
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=Dº+º
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¶ uuu

y
u

x
u

yyxx

Лаплас тянлийини сонлу фярглярля йазмаг цчцн 2
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¶

 хцсуси тюрямяляринин сонлу фярглярля

ифадясини Лаплас тянлийиндя нязяря алмаг лазымдыр−
( ) ( ) ( )

22

2 ,,2,
h

yhxuyxuyhxu
x
u -+-+
»

¶
¶

( ) ( ) ( )
22

2 ,,2,
h

hyxuyxuhyxu
y
u -+-+
»

¶
¶

олдуьуну нязяря алсаг ашаьыдакы мцнасибяти аларыг−
( ) ( ) ( )

+
-+-+

2

,,2,
h

yhxuyxuyhxu ( ) ( ) ( ) 0,,2,
2 =

-+-+
h

hyxuyxuhyxu

Бурада садяляшдирмяляр апарыб ( )yxu , -и тапаг−

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )huxuhyxuyhxuyhxuyxu -+++-++= ,,,,
4
1, ∋4(

Алынмыш бу дцстурда хятаны гиймятляндирмяк мцмкцн дейил− Хятаны гиймятляндирмяк цчцн

яввялъя сонлу фярг тянликляринин башга цсулларла чыхарылышына бахаг− Функсийанын Тейлор

сырасына айрылышыны йазаг−

( ) ( ) ( ) ( ) ...,
2
1,,,

2

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+
¶
¶

+=++ yxfk
y

h
x

yxfk
y

h
x

yxfkyhxf
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( ) 10,,
!

1.... pp qqq kyhxfk
y

h
xn

n

++÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+
¶
¶

+ ∋5(

Биринъи ясас схем− ∋5( айрылышындан истифадя едяряк ( ) ( ) ( ),,,,,, yhxCyhxByxA +-

( ) ( )hyxEhyxD -+ ,,,  нюгтяляриндя функсийанын Тейлор сырасына айрылышына бахаг вя айрылышда

дюрдцнъц тяртиб тюрямяйя гядяр щядляри эютцряк ∋н<3(− Бу нюгтяляр ∋шякил 7−1( эюрцндцйц

кими квадратын симметрийа мяркязи вя тяряфляринин орта нюгтяляридир−

Шякил 7−1−

Функсийанын ( ) ( ) ( ) ( )hyxEhyxDyhxCyhxB -++- ,,,,,,,  нюгтяляриндя гиймятлярини А∋х+й(

нюгтясиндя  функсийанын вя тюрямяляринин гиймятляри  иля ифадя едяк−

( ) ( ) xxxxxxxxxx uhuhuhhuyxuyhxu ~
!4

1
!3

1
!2

1,, 432 +-+-=-

( ) ( ) xxxxxxxxxx uhuhuhhuyxuyhxu 432

!4
1

!3
1

!2
1,, ++++=+

( ) ( ) yyyyyyyyyy uhuhuhhuyxuhyxu ~
!4

1
!3

1
!2

1,, 432 +-+-=-

( ) ( ) yyyyyyyyyy uhuhuhhuyxuhyxu 432

!4
1

!3
1

!2
1,, +-++=+

Бурада yyyxxxyyxxyx uuuuuu ,,,, А∋х+й( нюгтясиндя функсийанын вя тюрямяляринин гиймятляридир−

yyyyxxxxyyyyxxxx uuuu ~,~,,  аралыг нюгтядя (мясялян xxxxu Б вя А-нюгтялянини бирляшдирян дцз хятт

парчасы цзяриндя эютцрцлмцш мцяййян нюгтядя( функсийанын тюрямяляринин гиймятляридир−

Функсийанын ( ) ( ) ( ) ( )hyxEhyxDyhxCyhxB -++- ,,,,,,,  нюгтяляриндя гиймятлярини топласаг

ашаьыдакы мцнасибяти аларыг−

( ) ( ) ( )yxRuuhyxuhyxuhyxuyhxuyhxu hyyxx ,,4),(),(),(),( 2 +++=-+++-++
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Бурада галыг щядд

( ) ( )yyyyyyyyxxxxxxxxh uuuuhyxR ~~
!4

,
4

+++=

( )4hO  иля гиймятляндирилир− Бурадан

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )42,4,,,, hOuhyxuhyxuhyxuyhxuyhxu +D+=-+++-++

мцнасибятини+ нятиъядя ися

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2
2 ,4,,,,1 hOyxuhyxuhyxuyhxuyhxu

h
u +-++-+++-=D

дцстуруну аларыг− Бу дцстур Лаплас операторунун ясас сонлу фярг формасы адланыр− ( )2hO

щяддини сонсуз кичик щесаб едиб+ 0=Du  олдуьуну нязяря алаг− Нятиъядя Лаплас тянлийинин

сонлу фярглярля апроксимасийасыны+ йяни ∋4(,и аларыг−

Икинъи ясас схем− Ашаьыдакы нюгтялярдя функсийанын Тейлор сырасына айрылышына бахаг

∋н<3(− Бу нюгтяляр ∋шякил 7−2( квадратын симметрийа мяркязи вя тяпя нюгтяляридир−

( ) ( ) ( ) ( ) ( )hyhxEhyhxDhyhxChyhxByxA ---++++- ,,,,,,,,,

Шякил 7−2−
Тейлор дцстурундан истифадя едяряк+ функсийанын

( ) ( ) ( ) ( )hyhxEhyhxDhyhxChyhxB ---++++- ,,,,,,,

нюгтяляриндя гиймятлярини+ А∋х+й( нюгтясиндя функсийанын вя тюрямяляринин  гиймятляри иля

ифадя едяк−

Д нюгтясиндя:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )11

4
43

2

,
!4

133
!3

1

2
!2

1,,

hxu
yx

huuuuh

uuuhuuhyxuhyhxu

yyyxyyxxyxxx

yyxyxxyx

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶

+-+-+

++-+-+=-+
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Е нюгтясиндя:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )22

4
43

2

,
!4

133
!3

1

2
!2

1,,

hxu
yx

huuuuh

uuuhuuhyxuhyhxu

yyyxyyxxyxxx

yyxyxxyx

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶

-+----+

++++--+=--

Б нюгтясиндя:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )33

4
43

2

,
!4

133
!3

1

2
!2

1,,

hxu
yx

huuuuh

uuuhuuhyxuhyhxu

yyyxyyxxyxxx

yyxyxxyx

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+
¶
¶

-++-+-+

++-++-+=+-

Ъ нюгтясиндя:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )44

4
43

2

,
!4

133
!3

1

2
!2

1,,

hxu
yx

huuuuh

uuuhuuhyxuhyhxu

yyyxyyxxyxxx

yyxyxxyx

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+
¶
¶

+++++

++++++=++

Алынмыш мцнасибятляри тяряф-тяряфя топлайаг−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )422,4,,,, hOuhyxuhyhxuhyhxuhyhxuhyhxu +D+=++++-+--+-+

Бурадан uD  цчцн ашаьыдакы ифадяни аларыг−

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2
2 ,4,,,,

2
1 hOyxuhyhxuhyhxuhyhxuhyhxu
h

u +-+-++++--+-+=D

( )2hO  щяддини кичик щесаб едяряк атсаг+ uD </ Лаплас тянлийини ашаьыдакы сонлу фярг тянлийи

иля явяз едя билярик−

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )hyhxuhyhxuhyhxuhyhxuyxu ++++-+--+-+= ,,,,
4
1,

 Мювзу 03 Дирихле мясялясинин шябякя цсулу иля щялли

Ики дяйишянли икитяртибли хцсуси тюрямяли диференсиал тянлик цчцн сярщяд мясялясини

шябякя ∋сонлу фяргляр( цсулу иля тягриби щялли+ цч мярщяля иля йериня йетирилир−

0− Мцстяви цзяриндя щяллин ахтарылдыьы Φ областына кифайят гядяр йахын nG  ∋шякил 7−3(

шябякяси гурулур−

Шякил 7−3−



042

1− Верилян диференсиал тянлик nG  шябякясинин тяпя нюгтяляриндя сонлу фярг тянликляри иля явяз

олунур−

2− Φ областы цзря сярщяддяки верилян  сярщяд шяртляриндян истифадя едяряк+ ахтарылан щяллин nG

шябякясинин сярщяддя йахын дцйцн нюгтяляриндя гиймятляри  мцяййян едилир.Дирихле

мясялясинин шябякя цсулу иля щяллиня бахаг−

02

2

2

2

=
¶
¶

+
¶
¶

y
u

x
u

Еля кясилмяз ( ) ( )yxupu ,=  функсийасы ахтарылыр ки+ ( ) Gyx Î,  областында верилян

тянлийи юдясин+ сярщяддя ися верилян ( )pj  функсийасына бярабяр олсун.Йяни

( ) ( ) GÎ= PPPu ,j
шярти юдянсин− Садялик цчцн Φ областыны дцзбуъаглы шякилиндя эютцряк вя щ аддымы иля бу

областы кичик квадратлара бюляк− Нятиъядя тяпя нюгтяляринин координатлары ( )ji yx ,  олан

квадратлар аларыг−

( ).......3,2,10,,, 00 ±±±=+=+= jiihyyihxx ii

Цмцмиййятля щ аддымыны еля сечмяк олар ки+ Φ областынын сярщядди  оланG  яйриси шябякянин

тяпя нюгтяляриня даща йахын олсун ∋шякил 7−4(−

Шякил 7−4−

Айдындыр ки+ шябякянин тяпя нюгтяляриндян Φ областындан кянарда галанлары олаъагдыр−

Шябякянин тяпя нюгтяляри тясниф едилир− Яэяр тяпя нюгтясинин гоншулуьунда щеч олмазса бир

дахили тяпя нюгтяси варса+ бу тяпя нюгтяси биринъи нюв сярщяд нюгтяси щесаб олунур− Гоншу

тяпя нюгтяляри Φ областында йерляшдикдя вя йа биринъи нюв сярщяд нюгтяси олдугда беля тяпя

нюгтяси дахили нюгтя адланыр− Якс щалда+ шябякянин тяпя нюгтяси икинъи нюв щесаб олунур−

Шябякянин дахили вя биринъи нюв сярщяд нюгтяляри щесабат нюгтяляри адланыр− Шякилдя

шябякянин дахили тяпя нюгтяляри кичик даирялярля+ биринъи нюв сярщяд нюгтяляри гара нюгтялярля
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эюстярилмишдир− Икинъи нюв тяпя нюгтяляри ися хятлярля айрылмышдыр− Шябякянин ii yx ,  тяпя

нюгтяляриндя функсийанын гиймятлярини ( )jiji yxuu ,, =  ишаря едяк− Шябякянин дахили тяпя

нюгтяляриндя верилян диференсиал тянлийи сонлу фярг тянликляри иля явяз едяк−

( )1,1,,1,1, 4
1

+-+- +++= jijijijiji uuuuu

Бурада 11 , ¹¹ ii yx  тяпя нюгтяляри щесабат нюгтяляридир− Биринъи нюв сярщяд нюгтяляриндя ∋ hB (

ахтарылан щяллин гиймяти+ шябякянин она йахын тяпя нюгтясиндяки гиймятиня бярабяр эютцрцлцр

( ) ( ) ( )BBuBu h j== − Дирихле мясяляси моделляшдирмя+ Монте-Карло цсуллары иля дя щялл

етмяк олар− Щяр бир щалда мясялянин щялли хятти тянликляр системинин щяллиня эятирилир−

Матщъад системиндя Дирихле мясялясинин щялли

Яввялъя Φ областынын дцзбуъаглы олдуьу щала бахаг− Тутаг ки +

02

2

2

2

=
¶
¶

+
¶
¶

y
u

x
u

тянлийинин { }40,40 ££££ yxG  областында 40 ££ x  олдугда ( ) 00, =xu  вя ( ) xxu =4, +

40 ££ y  олдугда ися ( ) 0,0 =yu вя ( ) yyu =,4  сярщяд шяртлярини юдяйян щяллини тапмаг

тяляб олунур− щ<0 аддымы иля ох цзря [0,4] вя еляъядя ой оху цзря [0,4∴ парчаларыны бюляряк+ Φ

областыны кичик квадратлара айыраг− Щяр бир дахили нюгтя цчцн сонлу фярг тянликлярини йазаг−

( )1,22,10,11,01,1 4
1 uuuuu +++= + ( )1,31,12,21,21,2 4

1 uuuuu +++= +

( )1,42,31,20,31,3 4
1 uuuuu +++= +

( )2,22,03,11,12,1 4
1 uuuuu +++= + ( )2,32,13,21,22,2 4

1 uuuuu +++= +

( )2,42,23,31,32,3 4
1 uuuuu +++= +

( )3,23,04,12,13,1 4
1 uuuuu +++= + ( )3,33,14,22,23,2 4

1 uuuuu +++= +

( )4,32,33,43,23,3 4
1 uuuuu +++= −

Бу тянликлярдя ашаьыдакы сярщяд шяртлярини нязяря алаг−

04,03,02,01,00,0 ===== uuuuu 00,40,30,20,10,0 ===== uuuuu

4,3,2,1 4,43,42,41,4 ==== uuuu 3,2,1,0 4,34,24,14,0 ==== uuuu

Садяляшдирмяляр апарсаг ашаьыдакы тянликляр системини аларыг−
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04 0,11,01,22,11,1 =+=-- uuuuu

04 2,0312,21,12,1 ==--- uuuuu ç

14 4,13,03,22,13,1 =+=-- uuuuu

04 0,21,32,21,11,2 ==--- uuuuu

04 3,22,31,22,12,2 =---- uuuuu

24 4,23,32,23,13,2 ==--- uuuuu

14 0,40,32,31,21,3 =+=-- uuuuu

14 2,43,31,32,22,3 ==--- uuuuu

44 4,33,42,33,23,3 =+=-- uuuuu

Тянликляр системини Матщъад системиндя щялл етмяк цчцн  системин ясас матрисини вя

сярбяст щядляр сцтунуну ашаьыдакы фрагментдя эюстярилдийи кими дахил едиб+ тярс матрис цсулу

иля щялл едяк−

Алынмыш щяллин Матщъад системиндя ики мцхтялиф эюрцнцшцнцн графики верилмишдир−
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Графиклярдян эюрцнцр ки +алынмыш щялл гойулмуш сярщяд шяртлярини юдяйир−

Φ областынын  дцзбуъаглы олмадыьы щала бахаг− Тутаг ки+

02

2

2

2

=
¶
¶

+
¶
¶

y
u

x
u

тянлийинин 1622 pyx +  областында 1622 =+ yx ( )G  чевряси бойунъа 22| yxu =G  сярщяд

шяртини юдяйян щялли ахтарылыр− 22 ££- x  вя 22 ££- y  парчаларынын щяр бирини щ<0 аддымы

иля квадратлара бюляк ∋шякил 8−5(−

−

Шякил 7−5−

Шякилдя областын сярщяд нюгтяляри гара даирялярля+ сярщяд нюгтяляри ичяриси бош даирялярля

(биринъи нюв сярщяд нюгтяляри(+ дахили нюгтяляр ися вурма ишаряляри иля ишарялянмишдир− Щесабат

нюгтяляринин сайы яввялки мясяля иля ейни олдуьундан тянликляр системинин йалныз сярбяст

щядляринин гиймятляри дяйишяъякдир− Матщъад системиндя тяртиб олунмуш щесабат блокундан

истифадя едяряк сярщяд шяртляринин гиймятини дяйишяк вя хятти тянликляр системини щялл едяк−
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Ахтарылан щяллин цч юлчцлц фязада ики мцхтялиф эюрцнцшц верилмишдир− Бу графиклярдян эюрцнцр

ки+ щялл сярщяд шяртлярини юдяйир− Башга алгоритмик диллярдя хцсуси тюрямяли диференсиал тянлийи

щялл етмяк олар− Анъаг бу алгоритмик диллярдя щяллин тапылмасы вя щялли характеризя едян

сятщин гурулмасы цчцн  Матщъад мцщитиндя олан имканлар йохдур−

Щиперболик тип тянлик цчцн башланьыъ вя сярщяд шяртляри

Практик мясялялярдя ашаьыдакы шякилдя щиперболик тип тянлик цчцн башланьыъ вя сярщяд

мясяляляринин щяллиня бахылыр−

2

2
2

2

2

x
Ua

t
U

¶
¶

=
¶
¶

∋6(

Бурада а, сабит ядяддир− Бу тянлик узунлуьу l  олан биръинс тирин сярбяст рягслярини характеризя

едир− ∋6(,дя atx -=x atx +=V  явязлямяси апарыб тянлийи чевиряк−

Þ=
¶¶

¶ 0
2

Vx
U

Þ=
¶
¶

¶
¶ 0)(

Vx
U )(1 VV

F¢=
¶
¶U

Бурадан ахтарылан У функсийасыны тапа билярик )()( 21 xV F+F=U − Бурада )(1 VF  вя )(2 xF

ихтийари функсийалардыр− х вя т дяйишянляриня гайытсаг щялли ашаьыдакы кими йаза билярик−
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)()( 21 atxatxU -F++F=

Бу цчул Даламбер цсулу адланыр−

0− Коши мясяляси− ∋6( тянлийинин

)(00 xU t j== )(10 x
t

U
t j=

¶
¶

=

Башланьыъ шяртлярини юдяйян щялли ахтарылыр− Бурада )(0 xj  вя )(1 xj  функсийалары ),0( l

парчасында кясилмяз функсийалардыр−

1− Ола биляр ки+ тирин щяр ики уъу баьлы олсун− Бу щалда 0),0( =tU 0),( =tlU  шяртляри гойулур−

2− Сярщяд шяртляри даща цмуми шякилдя гойула биляр−

0=x  олдуугда )(),0(),0( 1 tf
x

tUtU =
¶

¶
+ ba +

lx =   олдугда )(),(),( 2 tf
x

tlUtlU =
¶

¶
+dg +

0=t   олдугда )()0,( 3 xfxU = )()0,(
4 xf

t
xU

=
¶

¶
−

Бу щалда щялл 0>t  олмагла х [ ]l,0Î  парчасында ахтарылыр−

Мясяля даща цмуми шякилдя гойула биляр−

( ) ( ) ( ) ( )yxFUyxc
y
Uyxb

x
Uyxa

yx
U ,,,,

2

=+
¶
¶

+
¶
¶

+
¶¶

¶

Бу тянлик цчцн йухарыда гойулмуш башланьыъ вя сярщяд шяртляри дахилиндя щялл ахтарыла биляр−

Гойулан мясялянин аналитик щяллини тапмаг щямишя мцмкцн олмур− Бу щалда тягриби

цсуллардан истифадя олунур− Яксяр щалларда фярг тянликляри тяртиб етмякля щиперболик тип тянлийин

щяллинин ъядвяли тапылыр−

Щиперболик тип тянлийин щялли цчцн

фярг тянликляринин тяртиб олунмасы

Матщъад ситеминдя щиперболик тянлийи щялл етмяк цчцн яввялъя садя тирин рягс тянлийи

цчцн сонлу фярг тянликлярини тяртиб едяк− Тутаг ки+

02

2
2

2

2

=
¶
¶

-
¶
¶

x
ua

t
u

тянлийинин

)()0,( xfxu = )()0,( xFxut = lx ££0 вя )(),0( ttu j= )(),( ttlu y= 0³t

шяртляри дахилиндя щялли ахтарылыр− Шябякя цсулу иля мясяляни щялл едяк− [ ]l,0  парчасыны н бяра,
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бяр щиссяйя бюляк− Ейни гайда иля т дяйишянини /,дан башлайараг k  аддымы иля дяйишяк−

n
lhxxx iii ==-=D +1 ),...,2,1( ni =

kttt jjj =-=D +1 ,...)2,1( =j

),( ji tx + ),...,2,1( ni = + ,...)2,1( =j  нюгтяляриндя ахтарылан функсийанын гиймятини jiu ,  иля ишаря

едиб+ икинъи тяртиб хцсуси тюрямялярин тягриби

( ) ( ) ( )
22

2 ,,2,
h

thxutxuthxu
x
u -+-+
»

¶
¶

+
( ) ( ) ( )

22

2 ,,2,
k

ktxutxuktxu
t
u -+-+
»

¶
¶

ифадялярини нязяря алсаг+ верилян щиперболик тянлийя уйьун сонлу фярг тянликляри ашаьыдакы кими

йазылар−

2
,1,,12

2
1,,1, 22

h
uuu

a
k

uuu jijijijijiji -+-+ +-
=

+-

)2()()2( ,1,,1
2

1,,1,
2

jijijijijiji uuukauuuh -+-+ +-=+-

 алынмыш тянликдя 2

2)(
h
kaM =  ишарялямяси апарыб+ 1, +jiu -и тапаг:

1,,,1,11, )1(2)( --++ --++= jijijijiji uuMuuMu

Демяли бу щесабат дцстурундан истифадя едяряк ихтийари ∋и,ж∗0( нюгтясиндя функсийанын

гиймятини щесабламаг цчцн  ∋и∗0+ж(+ ∋и,ж(+ ∋и,0+ж( вя ∋и,ж,0( нюгтяляриндя  функсийанын

гиймятляри мялум олмалыдыр ∋шякил 8−6(−

Шякил 7−6−

Η+Ι∗0
∗0

Η+Ι Η∗0+Ι

γ

Η+Ι,0

γ

ϕ

ϕ

Η,0+Ι
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т</ аны+ ж индексинин / гиймятиня уйьун эялдийини нязяря алсаг+ тянлик ашаьыдакы кими йазылар:

1,0,0,10,11, )1(2)( --+ --++= iiiii uuMuuMu ∋7(

1,0,0,10,1 ,,, --+ iiii uuuu  гиймятляри башданьыъ вя сярщяд шяртляриндян мцяййян олунмалыдыр− 0,iu

гиймяти ),....2,1,0(),(0, niihfui ==  дцстуру иля щесабланыр− 1,-iu  гиймяти )()0,( inFinut =

башланьыъ шяртиндян тапылыр− Биринъи тяртиб тюрямя цчцн сонлу фяргин ифадясиндян истифадя едяк−

iiiii
ii hFuuxFF

h
uu

-=Þ==
-

-
-

-
0,1,

0,1, )(

гиймятини нязяря алсаг+ ж<0 аны цчцн функсийанын гиймятини щесаблайа билярик− ж</ вя ж<0

анларында ахтарылан функсийанын гиймятляри мялум олдугдан сонра ардыъыл олараг ∋7( щесабат

дцстурундан истифадя едяряк+ верилян башланьыъ вя сярщяд шяртлярини юдяйян щяллин ъядвялини

аларыг− Яксяр щалларда 1,iu  гиймятини даща дягиг щесабламаг цчцн Тейлор сырасына айрылышдан

истифадя едирляр−

2
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0,1, 2 t
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t
u

kuu ii
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¶
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¶
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2
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2
2

2
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2

i
ii xfa

x
u

a
t
u

¢¢=
¶

¶
=

¶

¶
+

i
i F
t

u
=

¶
¶ 0,

+ ii fu =0, ),....2,1,0( ni =

олдуьуну нязяря алсаг ж<0 цчцн

iIii fakkFfu ¢¢++=
2

22

1, ∋8(

ж</ цчцн ися ii fu =0,  мцнасибятлярини аларыг−

Матщъад системиндя щиперболик тип тянлийин щялли

Тирин сярбяст рягсляринин у матрисиндя якс олнмасы цчцн бу матрисин /,ъы сцтунуна т</

анында тирин вязиййятини характеризя едян функсийанын гиймятляри+ биринъи вя ахырынъы

сятирляриндя ися тирин х</ вя х=л уъ нюгтяляринин верилян сярщяд шяртляри иля мцяййян олунан

функсийаларын гиймятляри+ 0,ъи сцтунда ися ∋8( дцстуру иля щесабатын нятиъяляри йазылмалыдыр− у

матрисинин йердя галан елементляри ∋7( щесабат дцстурлары иля тапылмалыдыр− Ашаьыда верилян
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=
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-
¶
¶

x
u

t
u

тянлийинин )14.3()0,( xxxU -= 0)0,( =xU t 14.30 ££ x  башланьыъ вя 0),0( =tU 0),( =tlU

t£0  сярщяд шяртлярини юдяйян щяллинин Матщъад системиндя щесабат блоклары верилмишдир−
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Щяллин ъядвяли вя щялли характеризя едян сятщин гурулмуш графикиндя башланьыъ вя сярщяд

шяртляринин юдяндийини эюрцрцк−
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Тяртиб олунмуш щесабат блокунда йалныз башланьыъ шяртляри дяйишмякля мцхтялиф мясялялярин

щяллярини тядгиг етмяк олар− Мцхтялиф ядябиййатларда щялл олунмуш мясяляляр тяртиб олунмуш

щесабат блокунун кюмяйи иля щялл едилмиш вя нятиъяляр тутушдурулмушдур−

Цмуми шякилдя щиперболик тянлийин щяллиня бахаг:
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Щиперболик тип тянлийк цчцн сонлу фярг тянликлярини тяртиб едяк− Биринъи тяртиб тюрямяляр цчцн

сонлу фярг ифадялярини йазаг:

( ) ( )
h

txuthxu
x
u ,, -+
»

¶
¶
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( ) ( )

k
txuktxu

t
u ,, -+
»

¶
¶

Бу ифадяляри нязяря алсаг фярг тянлийи ашаьыдакы кими йазылар9
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jijijijijijijijijiji pG
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Чевирмяляр апарыб
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)1(
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)1(
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5 ck
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-

= −

ишарялямялярини нязяря алсаг+ нятиъядя ашаьыдакы щесабат дцстуруну аларыг9

jijijijijiji Gauauauauau ,51,4,13,2,111, +-++= --++

Бу фярг тянлийи б,ъ вя п ямсалларынын мцхтялиф гиймятляриндя мцхтялиф щиперболик тип тянлийя

уйьундур− Цмуми щал цчцн Матщъад системиндя щесабат блоку тяртиб едяк−

Илкин верилянлярдя ъ вя п параметрляринин гиймяти сыфра бярабярдир− Демяли тянликдя т-йя эюря

биринъи тяртиб тюрямя вя сярбяст щядд иштирак етмяйяъяк− б</−0 олдуэундан х дяйишяниня эюря

биринъи тяртиб тюрямя тянликдя иштирак едяъяк вя тянлийин типи йеня дя щиперболикдир− Щесабат

дцстурларыны ардыъыл йазсаг+ гойулан башланьыъ вя сярщяд шяртлярини юдяйян щяллин ъядвялини вя

уйьун сятщин графикини аларыг−
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Башланьыъ вя сярщяд шяртляриндя дяйишиклик йохдур− Йалныз тянликдя йени щядд+ биринъи тяртиб

тюрямянин иштирак етдийи щядд ялавя олундуьундан щяллин ъядвяли вя уйьун сятщ дяйишмишдир−
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Фярги графикляри мцгайися етмякля эюрмяк олар− Бу гайда иля тяртиб олунмуш щесабат блокун,

дан истифадя етмякля мцхтялиф щиперболик тянликляри щялл етмяк олар−

Параболик тип тянлик цчцн фярг тянликляринин тяртиби

Параболик тип тянликляр физики просеслярин тядгигиндя эениш истифадя олунур− Биръинс

чубугда истилийин замандан асылы дяйишмяси ашаьыдакы параболик тип тянликля характеризя

олунур:

),(2

2
2 txF

x
ua

t
u

+
¶
¶

=
¶
¶

Бурада a -сабитдир вя чубуьун физики хассялярини характеризя едир− ),( txF чубуьун узунлуьу

бойунъа заман кечдикъя верилян истилик мянбяйинин интенсивлийини эюстярир− Яэяр истилик

мянбяйи йохдурса+ йяни ),( txF </ оларса+ истилийин заман кечдикъя чубугда дяйишмяси

ашаьыдакы тянликля характеризя олунар:
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   вя йа 2
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=
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h=ta 2  явязлямяси апарсаг+ тянлик ашаьыдакы шякилдя йазылар−
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x
uu

¶
¶

=
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Демяли ),( txF </ олдугда верилян тянлийи  явязлямя апарламагла щямишя

2

2

x
u

t
u

¶
¶

=
¶
¶

шяклиня эятирмяк олар− Билирик ки+ щяллин биргиймятли олмасы цчцн башланьыъ вя сярщяд шяртляри

верилмялидир− Башланьыъ шярт+ 0=t  олдугда )()0,( xfxu = + йяни башланьыъ анда чубуьун ( )l
узунлуьу бойунъа ( )l,0Îx  температурун пайланмасы верилмялидир− Яэяр заман кечдикъя

чубуьун уъларында температурун дяйишмя гануну мялумдурса сярщяд шяртляри ашаьыдакы кими

йазыла биляр−

( )ttu j=),0( )(),( ttu y=l

Тяляб олунур ки+ чубуьун узунлуьу бойунъа заман кечдикъя сярщяд шяртляри

юдянилмякля тямпературун дяйишмяси мцяййян олунсун− Бунун цчцн ∋х,т( мцстявисиндя

l££³ xt 0,..0  облатында шябякя тяртиб едяк− Бурада щ ox  оху бойунъа йюнялмиш чубуьун

щесабат апарылаъаг нюгтяляри арасында аддымдыр ∋ nh l= )− Заман оху бойунъа ∋/+т( щесабат

аддым ися 2hk s=  дцстуру иля мцяййян олунур− Бурада s  ,нын сечилмяси цзяриндя айрыъа



055

дайанаъаьыг− Шябякянин дцйцн нюгтяляриндя ахтарылан функсийаны ),( jiij txuu =  кими ишаря

едяк− Верилян параболик тип тянлийи сонлу фярглярля апроксимасийа етмяк цчцн биринъи вя икинъи

тяртиб тюрямялярин ашаьыдакы ифадяляриндян истифадя едяк−

2
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2 2
h

uuu
x
u jijiji -+ +-
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¶
¶

2
,1,

h
uu

t
u jiji

s
-
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Бу ифадяляри нязяря алсаг, щялли ахтарылан параболик тип тянлик цчцн фярг тянликляри ашаьыдакы

кими йазылар9

2
,1,,1

2
,1, 2

h
uuu

h
uu jijijijiji -++ +-

»
-

s

Садяляшдирмяляр апарсаг

jijijiji uuuu ,1,,11, )21( +-+ +-+= sss

сонлу фярг тянлийинин даща садя формасыны аларыг− Бу мцнасибятдян эюрцнцр ки+ ж индексинин

мцяййян гиймятиндя йяни jkt j =  анында чубуьун ( )l,0Îix  нюгтяляриндя ),( jiij txuu =

гиймятлярини билмякля индексин ж∗0 гиймятиня уйьун )1(1 +=+ jkt j  анында чубуьун

узунлуьу бойунъа температуру щесабламаг олар− Щесабатда иштирак едян нюгтялярин схеми

ашаьыда верилмишдир (Шякил 7−7(−

Шякил 7−7−

Ж</+ йяни т</ олдугда фярг тянлийи ашаьыдакы кими йазылар−

0,10,0,11, )21( +- +-+= iiii uuuu sss

0,10,0,1 ,, +- iii uuu  гиймятляри )1,...2,1(),()0,(0 -=== nixfxuu iii башланьыъ шяртлярдян+ 0,0,0 , nuu

гиймятляри ися верилян сярщяд шяртляриндян мцяййян олунур−

( )0)0,0( 0,0 j== uu )0()0,( 0, y== nuu l −

Бу гайда иля ж<0 йяни kt =1  аны цчцн чубугда истилийин йайылмасыны мцяййян едян

),( 11 txuu ii =  ∋и</+0+1+…н( гиймятлярини тапа билярик− ж<1 гиймятиндя + йяни т<1к анында фярг

тянлийи ашаьыдакы кими олар:
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1,11,1,12, )21( +- +-+= iiii uuuu sss

kt =1  анында щесабат гиймятляриндян вя сярщяд шяртиндян истифадя едяряк т<1к  аны цчцн

щесабат гиймятлярини тапа билярик− Бу гайда иля ардыъыл олараг+ мцяййян заман анында

чубугда истилийин йайылмасыны характеризя едян функсийанын гиймятляр ъядвялини тапа билярик−

Алынмыш щесабат гиймятляриндяки хята+ еляъя дя параболик тип тянлийин сонлу фярг тянликляри иля

апроксимасийасында хята s  параметринин сечилмясиндян асылыдыр− s  параметринин сечилмяси

цчцн ашаьыдакы ишарялямяляри апараг:
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[ ]ULh  оператору [ ]UL диференсиал операторуна уйьун сонлу фярг операторудур−

[ ] [ ] [ ]ULULUR hh -=  фярги апроксимасийанын хятасы адланыр− Шябякянинин ),( ji tx ),...,2,1( ni = +

,...)2,1( =j  дцйцн нюгтяляриндя хятаны гиймятляндиряк− ),( txu  функсийасы параболик тянлийин

щялли олдуьундан дцйцн нбгтяляриндя [ ] 0=UL  вя [ ] [ ]ULUR hh =  шярти юдяняр−

),(,1 jiji thxuu +=+ ),(,1 jiji thxuu -=- ),( 2
1, htxuu jiji s+=+

ишарялямялярини нязяря алыб+ [ ]ULh  сонлу фярг операторуну ),( ji tx  дцйцн нюгтясинин йахын

ятрафында Тейлор сырасына айыраг вя 6h  тяртиб щяддиня гядяр щядлярля кифайятляняк−
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мцнасибятлярини нязяря алсаг [ ]ULh  сонлу фярг оператору цчцн даща садя ифадя аларыг9
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Яэяр s <0.5 эютцрсяк+ 4
,

4

x
u ji

¶

¶
 щяддинин ямсалы сыфра чевриляр вя [ ]ULh  сонлу фярг опера,

торунун ифадяси ашаьыдакы кими олар−

[ ] [ ] ( )6
4
,

44

540
h

x
uhULUR ji

hh o+
¶

¶
-==

Демяли s <0.5 эютцрдцкдя хята ян аз олар вя щесабат дцстуру ашаьыдакы кими йазылар−

( )jijijiji uuuu ,1,,11, 4
6
1

+-+ ++=

Даща цмуми шякилдя параболик тип тянлик цчцн фярг тянликлярни тяртиб едяк−

),(2

2

txFcu
x
ub

x
ua

t
u

++
¶
¶

+
¶
¶

=
¶
¶

Бу тянликдя  биринъи вя икинъи тяртиб тюрямялярин  мялум сонлу фярг
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ифадялярини нязяря алаг−
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Садяляшдирмяляр апарсаг, сонлу фярг тянликлярини ашаьыдакы шякилдя йаза билярик:

( ) 0)2(
2

2
2

)12( ,
2

,1,1,
2

1, =--+----+ -++ jijijijiji mfhuabhubhauhcau sssss

( ) jijijijiji mfhuabhubhauhcau ,
2

,1,1,
2

1, )2(
2

2
2

)12( sssss +---+---= -++

s <0.5 олдуьуну нязяря алсаг

( ) jijijijiji mfhuabhubhauchau ,
2

,1,1,
2

1, 6
1)2(

12
12

12
1)

6
11

3
( +---+---= -++

 Яэяр алынмыш ифадядя а<0+ б</+ ъ</ вя м</ эютцрсяк

( )jijijiji uuuu ,1,,11, 4
6
1

+-+ ++=

мцнасибятини аларыг−
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Матщъад системиндя параболик тип тянлик цчцн

сярщяд мясялясинин щялли

Параграф 8−8,да параболик тип тянлийин шябякя цсулу иля щялли цчцн фярг тянликляри чыхары,

лмыш вя нятиъядя ашаьыдакы щесабат дцстуру ясасландырылмышдыр−

( )jijijiji uuuu ,1,,11, 4
6
1

+-+ ++= ∋0/(

Тутаг ки+

2

2

x
u

t
u

¶
¶

=
¶
¶

параболик тип тянлийин 0=t  олдугда )1(4)0,( xxxu -=  башланьыъ вя 0),0( =tu 0),1( =tu ,

¥£ pt0  сярщяд шяртлярини юдяйян щяллини тапмаг тяляб олунур− Йяни башланьыъ анда

чубуьун узунлуьу бойунъа ( )1,0Îx  температурун пайланмасы вя заман кечдикъя чубуьун

уъларында температурун дяйишмядийи мялумдур−

Матщъад системиндя сярщяд мясялясинин щялли цчцн чубуьун узунлуьуну+ йяни ( )1,0

парчасыны щ</−0 аддымы иля+ заман интервалыны ися 0.5// аддымы иля бюлцб шябякя тяртиб едяк−

600
jt j = ,*1.0 ixi = ).1.01(4,0)1(4)0,( iixxxu iii -=-=  ∋ .10.....3,2,1,0=i (

Матщъад системиндя щесабаты тяшкил етмяк цчцн .iju матрисинин сыфырынъы сятриня ).1.01(4,0 ii -

∋ .10.....3,2,1,0=i ( гиймятлярини+ сыфрынъы вя 0/,ъу сцтунларына ися сярщяд шяртляриндя верилдийи

кими  сыфыр мянимсядилмялидир− Башланьыъ вя сярщяд шяртляриня уйьун гиймятлярин iju

матрисиня мянимсядилмяси вя щесабат дцстурлары ашаьыдакы фрагментдя верилмишдир−



06/

∋0/( дцстурлары иля апарылмыш щесабатларын нятиъяляри йяни щяллин ъядвяли ашаьыдакы фрагментдя

верилмишдир−

Алынмыш щяллин башланьыъ вя сярщяд шяртлярини юдямяси щяллин ъядвялиндян эюрцнцр−

Дейилянляр щяллин гурулмуш интеграл сятщиндя даща айдын эюрцнцр−

Сярщяд шяртлярини дяйишмяк цчцн щесабат блокунда дяйишиклик етмяк лазымдыр−

Чубуьун сон уъунда заман кечдикъя температурун /−13 син ∋т.2( гануну дяйишдийини нязяря

алсаг+ щесабат блокунда дяйишиклик ашаьыдакы кими верилмялидир−
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Илкин верилянлярдя дяйишиклик апарылдыгдан сонра бцтцн щесабатлар+ йяни щяллин ъядвяли вя

тягриби интеграл сятщин гуыулмасы йериня йетириляъякдир− Ашаьыдакы фрагментдя йени сярщяд

шяртляриня уйьун щяллин ъядвяли вя интеграл сятщи якс олунмушдур−
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Бу гайда иля тяртиб олунмуш щесабат блокундан истифадя едяряк мцхтялиф башланьыъ вя

сярщяд шяртляри дахилиндя параболик тип тянликляр щялл едиля биляр− Даща цмуми шякилдя

параболик тип тянлик цчцн сярщяд мясялясинин щяллиня бахаг− Ашаьыдакы фрагментдя илкин

верилянляр ∋башланьыъ вя сярщяд шяртляри дя дахил олмагла(+ ишарялямяляр вя фярг тянликляри

верилмишдир−

Ашаьыдакы фрагментдя щяллин ъядвяли верилмишдир−
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Бу ъядвялдян эюрцнцр ки+ алынмыш щялл башланьыъ вя сярщяд шяртлярини юдяйир− Башланьыъ вя

сярщяд шяртляриндя верилмиш функсийаларын гиймятлярини щесабламагла нятиъялярин доьру

олдуьуну эюрярик− Бу нятиъяляр ашаьыдакы фрагментдя щяллин графикиндян дя эюрцнцр−

Бу гайда иля тяртиб олунмуш щесабат блокундан истифадя едяряк мцхтялиф башланьыъ вя

сярщяд шяртляри дахилиндя параболик тип тянликляр щялл едиля биляр−
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15-ъи мювзу

ОПТИМАЛЛАШДЫРМАНЫН  ЯДЯДИ  ЦСУЛЛАРЫ

Ясас анлайышлар

Оптималлашдырма мясялясиндя )(xf  функсийасынын X  чохлуьунда екстремумларынын

тапыл-масына бахылыр вя мясялянин гойулушу ашаьыдакы кими йазылыр−

nRXxxf ÍÎ®min,)( ∋0(

nRX =  олдугда ∋0( мясяляси шяртсиз оптималлашдырма+ nRX Ì  олдугда ися шярти оптимал,

лашдырма мясяляси адланыр− ∋0(,дя )(xf -оптималлашдырма мясялясинин мягсяд функсийасы

адланыр− X  чохлуьу )(xf  функсийасынын минимумунун ахтарылдыьы нюгтяляр чохлуьудур− Бу

чохлуьу мцяййян едян шяртляр+ ∋0( мясялясинин мящдудиййятляри адланыр− Бу мящдудий,

йятляр+ тянликляр вя бярабярсизликляр системи шяклиндя верилир−

)(xf  функсийасынын максимумунун тапылмасы мясяляси+ )(xf-  функсийасынын мини,

мумунун тапылмасына эятирилдийиндян

))(min()(max xfxf --=

йалныз )(xf  функсийасынын минимумунун тапылмасы мясялясиня бахаг− Функсийанын локал вя

глобал минимумунун+ диференсиалланан функсийалар цчцн
·x  нюгтясинин минимум олмасынын

зярури ∋Ферма теореми( вя кафи шяртляри+ минимумун варлыьы вя йеэанялийи (Вейерштрасс(

теореми рийази анализ курсунда юйрянилдийиндян онлар цзяриндя дайанмайаъаьыг−

Шяртсиз оптималлашдырма мясяляси

Тутаг ки+ ),...,,( 21
···· = nxxxx  нюгтяси )(xf  функсийасынын минимум нюгтясидир− Ферма

теореминя эюря
·x  нюгтясиндя

),...,2,1(,0)( ni
x
xf
i

==
¶

¶ ·

∋1(

шяртляри юдянмялидир− Демяли диференсиалланан )(xf  функсийасынын минимумунун тапылмасы

мяся-ляси ∋1( тянликляр системинин щяллиня ∋ )(xf  функсийасынын бющран нюгтяляринин тапылмасы(

эятирилди− Яксиня ∋1( тянликляр системинин щялли
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min)()(
2

1

®ú
û

ù
ê
ë

é
¶

¶
=F å

=

n

i ix
xfx

функсийасынын минимумунун тапылмасына да эятириля биляр− ∋1( тянликляр системинин дягиг

щяллини щямишя тапмаг мцмкцн олмадыьындан бу цсул ялверишли дейил вя ясасян дяйишянлярин

сайы аз олдугда+ ∋1(,нин щялли асан олдугда истифадя олунур− Тапылмыш щялляр чохлуьу

ичярисиндян функсийанын локал вя глобал минимумлары мцяййян едилир− Компцтердя функси,

йанын шяртсиз екстремумунун тапылмасында координатларла енмя+ градийент вя градийентля ян

тез енмя цсулларындан  истифадя етмяк олар.

Координатларла енмя цсулу

),...,,( 21 nxxxf  функсийасынын минимумуну тапмаг тяляб олунур− Тутаг ки+ башланьыъ

йахынлашма кими ),...,,( )0()0(
2

)0(
1

)0(
nxxxx =  нюгтяси верилмишдир− )0()0(

3
)0(

2 ...,, nxxx  дяйишянляринин

гейд олунмуш гиймятляриндя бирдяйишянли ),...,,( )0()0(
21 nxxxf функсийасынын минимуму тапылыр−

),...,,(min),...,,( )0()0(
21

)0()0(
2

)1(
1

1
nxn xxxfxxxf = +

),...,,(),...,,( )0()0(
2

)0(
1

)0()0(
2

)1(
1 nn xxxfxxxf £ .

)0()0(
3

)1(
1 ...,, nxxx  дяйишянляринин гейд олунмуш гиймятляриндя бирдяйишянли ),...,,,( )0()0(

32
)1(

1 nxxxxf

функсийасынын минимуму тапылыр−

),...,,,(min),...,,,( )0()0(
32

)1(
1

)0()0(
3

)1(
2

)1(
1

2
nxn xxxxfxxxxf = −

Бу просеси давам етдирсяк +

),...,,,(),...,,,( )0()0(
3

)0(
2

)0(
1

)1()1(
3

)1(
2

)1(
1 nn xxxxfxxxxf £

 шяртини юдяйян ),...,,( )1()1(
2

)1(
1

)1(
nxxxx =  нюгтясини аларыг−

)1()1(
3

)1(
2 ...,, nxxx  дяйишянляринин гейд

олунмуш гиймятляриндя  бирдяйишянли ),...,,( )1()1(
21 nxxxf функсийасынын минимуму тапылыр−

),...,,(min),...,,( )1()1(
21

)1()1(
2

)2(
1

1
nxn xxxfxxxf = +

)1()1(
3

)2(
1 ...,, nxxx  дяйишянляринин гейд олунмуш гиймятляриндя бирдяйишянли ),...,,,( )1()1(

32
)2(

1 nxxxxf

функсийасынын минимуму тапылыр−

),...,,,(min),...,,,( )1()1(
32

)2(
1

)1()1(
3

)2(
2

)2(
1

2
nxn xxxxfxxxxf = −

Бу просеси давам етдирсяк +
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),...,,,(),...,,,( )1()1(
3

)1(
2

)1(
1

)2()2(
3

)2(
2

)2(
1 nn xxxxfxxxxf £

 шяртини юдяйян ),...,,( )2()2(
2

)2(
1

)2(
nxxxx =  нюгтясини аларыг−

Бу просес ики ардыъыл
)(kx  вя

)1( +kx нюгтяляриндя ep)()1( ()( kk xfxf -+
 шярти юдяняня гядяр

давам етдирилир−

Мисал− xyyxyxf +-+-= 22 )4()2(),(  функсийасынын координатларла енмя цсулу иля

локал екстремумуну тапмаг цчцн Матщъад системиндя щесабат блоку тяртиб едяк− Ашаьыдакы

щесабат блокунда  яввялъя ики дяйишянли вунксийа верилмишдир− Башланьыъ йахынлашма кими

,2=x 2=y  эютцрцлмцшдцр− ),( yxf  функсийасы y  дяйишянинин гейд олунмуш гиймятиндя

)(1 xf + x  дяйишянинин гейд олунмуш гиймятиндя ися )(2 yf  функсийасы иля ишаря

олунмушдур−  Минимизе стандарт  функсийасындан истифадя едиляряк+ )(1 xf + )(2 yf
функсийаларынын  минимумлары тапылараг уйьун олараг x + y  дяйишянляриня мянимсядилмишдир−

−

Щесабат блокунда сыфрынъы+ биринъи вя икинъи йахынлашмаларын гиймятляринин а матрисиня мяним,

сядилмяси эюстярилмишдир− Ардыъыл 0/ йахынлашманын вя ),( yxf  функсийасынын гиймятляри

ашаьыдакы фрагментдя эюстярилмишдир−
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Нятиъялярдян эюрцнцр ки+ аргументлярин х</−//28 вя й<2−887 гиймятляриндя ),( yxf

функсийасынын /−///0 дягигликля локал минимум гиймяти )000011.4),((min »yxf  эютцрцля

биляр−

Градийентля енмя цсулу

Градийент цсулуну бцтцн ортималлашдырма мясяляляриня тятбиг етмяк олар− Яэяр )(xf

функсийасы )..,,( 21 nxxxx =  нюгтясиндя диференсиалланандырса+  бу нюгтядя градийент вектору

))(,...,)(,)(())((
21 nx

xf
x
xf

x
xfxfgrad

¶
¶

¶
¶

¶
¶

=

дцстуру иля мцяййян олунур− Верилян )..,,( 21 nxxxx = нюгтясиндя ))(( xfgrad  вектору

sabitcxf ==)(  сявиййя хяттинин тохунанына перпендикулйар олуб+ бу нюгтядя функсийанын

артма истигамятини эюстярир− Градийент векторуна якс олан ))(( xfgrad-  вектору ися

антиградийент вектору адланыр вя функсийанын азалма истигамятини эюстярир− Функсийанын

минимумунун градийентля енмя цсулу иля тапылмасында итерасийа просеси

,....)2,1,0()),((* )()()1( =-=+ kxfgradhxx kkk
∋2(

дцстуру иля апарылыр− Бурада h  енмя аддымы+ к ися итерасийанын нюмрясидир− Екстремум

нюгтясиндя функсийанын градийенти сыфыра бярабяр олур− ∋2( дцстуру иля итерасийа нятиъясиндя

)()2()1()0( ,...,,, kxxxx  нюгтяляр ардыъыллыьы алырыг− Алынмыш нюгтялярдя функсийанын гиймятляри

)(....)()()( )()2()1()0( kxfxfxfxf ffff

бярабярсизлийини юдяйир ),...,2,1,0(,0))(( )( kixfgrad i =¹ − (3) дцстуру сабит h  аддымы

иля градийентля енмя цсулунун дцстуру адланыр− Бу дцстурда h  аддымыны еля сечирляр ки+

),...,2,1,0(,)( kix i =  нюгтяляр ардыъыллыьынын щядляри )(xf  функсийасынын азалма областындан

кянара чыхмасын− Итерасийа просеси

ep))(( )( kxfgrad

 шярти юдяняня гядяр давам етдирилир−

Матщъад системиндя градийентля енмя цсулу иля ики дяйишянли функсийанын

минимумунун тапылмасы цчцн щесабат блоку тяртиб едилмишдир− Щесабат блокунда яввялъя

функсийа верилмиш+ рийази символлар ъядвялинин кюмяйи иля хцсуси тюрямяляр щесабланмыш вя

градийент вектору тяртиб олунмушдур− Енмя аддымы 9.0=h + башланьыъ йахынлашма
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2,2 00 == yx  эютцрцляряк ∋2( дцстуруна уйьцн итерасийа просеси гурулмушдур− Щяр бир

итерасийада x  вя y -ин+ функсийанын вя градийент векторунун гиймятляри сцтун вектору

шяклиндя якс олунмушдур−

Гейд едяк ки+ бу щесабат блокунда функсийаны+ енмя аддымыны дяйишмякля мцхтялиф

функсийаларын мцхтялиф  енмя аддымлары иля локал минимумларыны тядгиг етмяк олар− h  аддымы

мцхтялиф гайда иля сечиля биляр−
)1( +kx  нюгтясиндя )(xf  функсийасынын гиймятини

)))((()( )()()1( kkk xfgradhxfxf *-=+
∋3(

дцстуру иля щесаблайа билярик−
)(kx нюгтясинин координатлары мялум олдуьундан ∋3(,цн саь

тяряфи йалныз h -дан асылыдыр− h -ы еля сечяк ки+

)))((( )()( kk xfgradhxf *- ∋4(

функсийасынын гиймяти максимал азалсын:

)))(((min )()( kk

h
xfgradhxf *- −

Бу мцнасибятдян тапылмыш h -ын гиймятини ∋2(,дя нязяря алсаг+ )(xf  функсийасынын

минимумунун тапылмасында итерасийаларын сайыны азалда билярик вя бу цсул градийентля ян тез

енмя цсулу адланыр− Матщъад системиндя градийентля ян тез  енмя цсулу иля функсийанын

минимумунун тапылмасы цчцн яввялъя h -ын гиймяти мцяййян едилмяли+ сонра ися ∋2(
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дцстурлары иля итерасийалар гурулмалыдыр− Ашаьыдакы щесабат блокунда  яввялъя ики дяйишянли

),( yxf  функсийасы верилмиш вя онун хцсуси тюрямяляри щесабланмышдыр−

Дахил едилмиш башланьыъ ∋х/ +й/( йахынлашмасы вя h  аддымындан асылы олан ∋4( функсийасы тяртиб

олунмушдур ∋ф10∋щ((−

  ф10∋щ( функсийасынын бющран нюгтяляринин тапмаг цчцн щесабат блоку ∋Эивен( тяртиб

едилмишдир− Финд стандарт функсийасындан истифадя едяряк+ h  аддамы сечилмишдир− ∋2( дцстуру

иля итерасийа



187

нятиъяляриндян эюрцнцр ки+ икинъи итерасийада функсийанын градийенти сыфра бярабяр олур−

Демяли+ верилян функсийа х</+ й<3 олдугда минимум гиймят алыр ∋змин<3(− Ейни бир

функсийанын координатларла енмя+ градийентля енмя вя градийентля ян тез енмя цсуллары иля

мининмумунун тапылмасында алынмыш нятиъяляри мцгийися етсяк эюрярик ки+ градийентля ян тез

енмя цсулунда функсийанын минимум алдыьы нюгтялярин координаты даща дягиг олмагла

итерасийаларын сайы аздыр− Матщъад системиндя чохдяйишянли функсийанын минимумунун

тапылмасы цчцн стандарт функсийа ∋Минимизе( тяртиб олунмушдур− Ашаьыдакы фрагментдя цч

цсулла минимуму тядгиг едилмиш функсийанын графики гурулмуш вя стандард функсийадан

истифадя едиляряк минимуму тапылмышдыр−

Алынмыш нятиъялярин доьру олдуьуну графикдя эюрмяк мцмкцндцр−

Гейд едяк ки+ бахылан цсуллар функсийанын локал минимумуну тапмаьа имкан верир−

Функсийанын бир нечя локал минимуму ола биляр− Бахылан цсулларла башланьыъ йахынлашмадан

асылы олараг+ локал минимумлардан бири тапылыр−
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Шярти оптималлашдырма мясяляси

Тутаг ки+

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

=³+=£

+=³===Î
=

njxmribxg

rkibxgkiibxgRx
X

jii

iiii
n

,1,0,,1,)(

,,1,)(,,1,)(:
 ∋0(

чохлуьунда

min)( ®xf ∋1(

функсийасынын минимумунун тапылмасы тяляб олунур− Бурада )(xf  вя )(xgi ),...,2,1( mi =

функсийалары
nR -дя тяйин олунмуш сонлу гиймятляр алан+ диференсиалланан функсийалар н,м,к вя

р ися натурал ядядлярдир− Ашаьыдакы хцсуси щала бахаг−

0),( 21 =xxg ∋2(

шярти дахилиндя

min),( 21 ®xxf

функсийасынын минимумуну тапаг−

Яэяр ∋2( шяртиндян 2x  дяйишянини 1x  дяйишяни васитяси иля )( 12 xx j=  кими ифадя

етмяк мцмкцн оларса+ ),( 21 xxf  функсийасынын шярти минимумунун тапылмасы явязиня

))(,( 11 xxf j  бирдяйишянли функсийасынын шяртсиз минимумуну тапмагла мясялясини щялл етмяк

олар−

Миал 0− 22 )4(3)2( -+-= yxz  функсийасынын 32 =+ yx  шярти дахилиндя минимумуну

тапаг−

xyyx 2332 -=Þ=+

7813)423(3)2()4(3)2( 22222 ++=--+-=-+-= xxxxyxz

13
40826 -=Þ=+=¢ xxzx

026f=¢¢xz  олдуьундан тапылан бющран нюгтясиндя функсийа  минимум гиймятини алыр−

13
47)

13
4(23,

13
4

=--=-= yx
13
105min =z

Мясялянин щяндяси щяллиня бахаг−
22 )4(3)2( -+-= yxz  функсийасыны ашаьыдакы

кими чевиряк−



189

1)4()2(
2

2

2

2

=
-

+
-

b
y

a
x

+ za = +
3
zb = −

Бу тянлик йарым охлары а вя б+ мяркязи ∋1+3( нюгтясиндя олан еллипсдир− z функсийасынын

минимуму ахтарылдыьындан йарым охлары ян кичик олан еля бир еллипс тапмалыйыг ки+ онун

32 =+ yx  дцз хятти иля ортаг нюгтяси олсун ∋шякил 10−0,дя А нюгтяси(− Гейд едяк ки+ чох

вахт ∋2(  шяртиндян 2x  дяйишянини 1x  дяйишяни васитяси иля ифадя етмяк+ z функсийасынын

графикини гурмаг  мцмкцн олмур− Она эюря дя мясялянин башга цсулла щяллиня бахаг−

Лагранж вуруглары цсулу

Фярз едяк ки+ ),( 21 xxg  вя ),( 21 xxf  функсийалары диференсиалланандыр−

2

1

21
1

2
2121 00),(

x

x
xx g

g
dx
dxdxgdxgxxdg

¢

¢
-=Þ=¢+¢Þ= ∋3(

Тутаг ки+ ),( 0
2

0
1 xx  нюгтяси 21oxx  мцстявисиндя ∋2( шяртини юдяйир вя ),( 21 xxf  функсийасынын

екстремум нюгтясидир− Онда бу нюгтядя

Þ=¢+¢Þ= 00),( 21
0
2

0
1 21

dxfdxfxxdf xx 0
1

2
21

=¢+¢
dx
dxff xx ∋4(

∋3( шяртини ∋4(,дя нязяря алсаг

Þ=
¢

¢
-¢+¢ 0)(

2

1

21
x

x
xx g

g
ff

2

2

1

1

x

x

x

x

g
f

g
f

¢

¢
=

¢

¢
∋5(

олар− ∋5(,да
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l-=
¢

¢
=

¢

¢

2

2

1

1

x

x

x

x

g
f

g
f

ишарялямясини апарсаг+

0
11
=¢+¢ xx gf l 0

22
=¢+¢ xx gf l ∋6(

мцнасибятлярини аларыг− Лагранж функсийасыны гураг−

),(),(),,( 212121 xxgxxfxxL *+= ll ∋7(

),,( 21 lxxL  функсийасынын 1x  вя 2x  дяйишянляриня нязярян хцсуси тюрямяляри ∋6( мцнаси-

бятлярини+ l  ∋Лагранж вуруьу( параметриня нязярян хцсуси тюрямяси ися ),( 21 xxg

функсийасыны верир− ∋5( шяртинин щяндяси мянасына бахаг− 21oxx  мцстявисиндя ),( 21 xxf

функсийасынын сявий-йя хятлярини вя 0),( 21 =xxg  хятлярини гураг ∋шякил 10−1(− ∋5( шярти

йалныз А,Б,Ъ вя Д нюгтялярин-дя+ йяни  сявиййя хятляри иля 0),( 21 =xxg  яйрисинин ортаг

тохунанлары олдуьу нбгтялярдя юдянир− Бу нюгтяляр ),( 21 xxf  функсийасынын 0),( 21 =xxg

шяртини юдяйян шярти екстремум нюгтяляридир−

Шякил 0/−1−

Демяли+ бахылан шярти екстремум мясяляси Лагранж функсийасынын ∋7( шяртсиз екстремумунун

тапылма мясялясиня эятирилди−

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì

==
¶
¶

=¢*+¢=
¶
¶
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¶
¶

0),(

0

0

21

2

1

22
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xxgL
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x
L

gf
x
L
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xx

l

l

l

∋8(
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∋8( тянликляр системини щялл едяряк А,Б,Ъ,Д вя Е нюгтяляринин координатлары тапылыр− Бу

нюгтяляр ичярисиндян функсийанын минимум вя максимумлары мцяййян едилир− #0/.5 мисал 0,

дя yxyxg --= 23),(  гябул едиб+ Лагранж функсийасыны тяртиб едяк:

)23()4(3)2(),,( 22 yxyxyxL --+-+-= ll

∋8( тянликляр системини тяртиб едяк−

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì
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0)4(6
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í

ì

-=

=

-=

Þ

13
30

13
47

13
4

l

y

x

+

13
105min =z −

∋0(,∋1( мясялясиндя Лагранж функсийасынын тяртиби цчцн мящдудиййятляр системини ашаьыдакы

кими чевиряк−
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Лагранж функсийасыны тяртиб едяк−

+-+-+= åå
+==

r

ki
iii

k

i
iii xgbxgbxfxL

11

))(())(()(),( lll ))((
1

xgb ii

m

ri
i -å

+=

l − ∋0/(

),( lxL  Лагранж функсийасынын екстремум нюгтяляринин варлыьы цчцн мцхтялиф теоремляр

вардыр− Кун-Таккер теореми даща цмумидир вя екстремум нюгтяси ашаьыдакы

0− 0,0),(
³£

¶
¶ *

**

i
i

x
x

xL l
  олмагла ),1(,0),( ni

x
xLx

i

ii
i ==ú
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ê
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é
¶

¶ **
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   олмагла mkixL

i
i ,1,0),(

+==ú
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¶ **
*

l
ll

шяртлярини юдяйян *x  вя *l  векторунун тапылмасына  эятирилир− Практикада ∋н∗м( сайда
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ï
ï

î

ï
ï

í

ì

==ú
û

ù
ê
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é
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ê
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é
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¶

),1(,0),(

),1(,0),(

mixL

ni
x
xLx

i
i

i
i

l
ll

l

∋00(

тянликляр системини щялл едяряк *x  вя *l  векторлары тапылыр− Кун-Таккер теореминин 0 вя 1

шяртлярини юдяйян
*x  +

*l  щялляри ичярисиндян классик анализин цсуллары иля функсийанын  локал

минимумлары ∋максимумлары( мцяййян едилир−

)(xf  вя )(xgi ),...,2,1( mi =  функсийаларынын цзяриня ялавя шяртляр гойулдугда

(габарыгляг вя йа чюкцклцк( ∋0(,∋1( мясялясинин щялли Лагранж функсийасынын йящярвари

нюгтясинин тапылмасына эятирилир− Цмумиййятля гейри-хятти оптималлашдарма мясяляляриндя

мягсяд функсийасы вя мящдудиййятляри мцяййян едян функсийалар габарыг олмайа да биляр−

Мягсяд функсийасынын  сяр-щяд нюгтяляри иля йанашы+ щяллин ахтарылдыьы областын дахили

нюгтяляриндя дя бир нечя локал екстремуму ола биляр− Она эюря дя гейри-хятти оптималлашдырма

мясяляляринин щялли цчцн цмуми цсул йохдур вя мювъуд цсуллар мясялянин там щялли цчцн

дягиг щесаблама алгоритми вермир−

Мисал 0− 2
2

2
121 )3(),( xxxxf +-=  функсийасынын

î
í
ì

³+
£+
6
122

21

21

xx
xx

.0,0 21 ³³ xx

шяртляри дахилиндя минимумуну тараг− Мягсяд функсийасы мяркязи ∋2+/( нюгтясиндя радиусу

f -я бярабяр олан чевряни характеризя едир− Лагранж функсийасыны тяртиб едяк−

)6()212()3(),,,( 212211
2
2

2
12121 -++--++-= xxxxxxxxL llll

 (11) тянликляр системини тяртиб едяк−

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

=-+
=--
=--
=---

0)6(
0)212(

0)22(
0)62(

212

211

2122

2111

xx
xx

xx
xx

l
l

ll
ll

Алынмыш гейри-хятти тянликляр системинин

0− 3,0,5.1,5.4 2121 ==== llxx

1− 0,6.3,6.3,8.4 2121 ==== llxx
щялляри функсийанын шярти локал минимум нюгтяляридир−

5.45.1)35.4()5.1,5.4( 22 =+-=f
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2.166.3)38.4()6.3,8.4( 22 =+-=f

Локал минимум нюгтяляри шякил 10−2,дя эюстярилмишдир ∋А вя Б нюгтяляри(− Оптималлашдырма

мясяляляриндя мящдудиййятляр иля мцяййян олунан областын тяпя нюгтяляриндя дя ∋Ъ,Д,Е(

функсийанын гиймятляри  нязяря алынмагла глобал шярти минимум мцяййян едилмялидир−

Бахылан мясялядя функсийанын глобал шярти минимуу 3−4,я бярабярдир вя бу гиймяти  функсийа

А∋3−4+0−4( нюгтясиндя алыр−

Шякил 0/−2

Матщъад системиндя функсийанын шярти екстремумунун тапылмасы цчцн щесабат блоку тяртиб

олунмалыдыр− Щесабат блокунун яввялиндя дяйишянлярин башланьыъ гиймяти+ мягсяд функсийасы+

щесабат блокунун башланьыъыны билдирян эивен ачар+ сюзц мясялянин мящдудиййятляри вя

глобал шярти минимумун тапылмасы цчцн Минимизе стандарт функсийасы ардыъыллыгла

йазылмалыдыр− Лагранж вуруглары цсулу иля щялл олунмуш мисалын Матщъад системиндя щяллинин

щесабат блоку ашаьыда верилмишдир−

)(xf  вя )(xgi ),...,2,1( mi =  функсийалары ),1( nixi =  дяйишянляриня нязярян хятти

олдугда ∋0(,∋1( мясяляси хятти програмлашдырма мясяляси адланыр− Гейри-хятти програм,
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лашдырма мясяляляриндян фяргли олараг+ хятти програмлашдырма мясяляси дягиг щялл алго,

ритминя маликдир−
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