Elm vo texnikanin miixtelif sahelerine aid bezi riyazi mesolelerin doeqiq hsllini
klassik tisullarla tapmaq miimkiin olmur. Bir ¢ox hallarda ise alinmis deqiq holl elo
miirokkeb ifads gokilinde olur ki, praktikada ondan istifads etdikds yeni ¢atinliklor meydana
¢ixir. Bu halda Oyrenilon obyektlorin riyazi modelinin qurulmast ve tadqiqi, ododi
naticalorin alinmasi (¢otin olmasina baxmayaraq) praktik ehemiyyet kesb edir. Miiasir elm
vo texnikanin nailiyyatlerinin daha genis totbiq olundugu, naticelerin praktik shemiyyot
dasidig1 bir vaxtda bu tip mesalelerin hallinde kompiiterdon istifade etmoaklo yanasi, yeni
hesablama iisullarinin islenmasi, movcud {iisullarin daha da tokmillesdirilmasi zerurati
meydana c¢ixarir. Bu zaman islenacek yeni isullar, elocede mdvcud isullarin
tokmillosdirilmoesi, hesabatlar aparilacaq hesablama texnikasi vasitelorinin imkanlarina
uygun olmalidir. Son on illikler hesablama texnikasi vasitalorinin sigrayis xarakterli inkisafi,
sirf riyazi xarakterli mossalolorin halli iiclin kompiiter riyaziyyati sistemlorinin (Mathcad,
Matlab, Mathematica) meydana gelmasi yeni iisullarin iglonmasi ile yanasi, mévcud isullarin
miiqayisosi, indiye qoder istifadesi ¢otin olan {isullarin tatbigleri iiclin genis imkanlar
yaratmigdir.

Movcud hesablama texnikasi vasitolorinin imkanlarina uygun, riyaziyyatin klassik
tisullart ile daqiq tedqiq oluna bilmeyon masslelerin adoedi halli tigiin effektiv iisullarin
islonmosi hesablama riyaziyyatinin 9sas masalosidir. Hesablama riyaziyyatinda muxtslif tipli

masalalarin hoalline baxilir. Oksor mossalalori asagidaki kimi tasvir etmok olar.
y=AK) (1)
Burada X ve y verilen R, ve R, fozalarinin elementleri, A ise verilmis opera-
tordur. Bozi hallarda verilon X-o gore y-in ve ya verilon y-o goro X-in tapilmasi

mosolasine baxilir. Oksor hallarda bu tip maselslerin hslli deqiq analitik iisullarla yerino

yetirilo bilmir. Bu halda hesablama riyaziyyatinin tisullarindan istifade olunur. Hesablama
riyaziyyatinin esas iisulu R, R, fozalarindan ve A(X) operatorundan birinin ve ya bir
negosinin hesabatin alverigli olmasi {i¢lin ﬁl \C) ﬁz fozalar1 ve ya K(X) operatoru ilo ovez
olunmasi ilo yerins yetirilir. Bu avezetms elo aparilir ki,

y=AK) @
tonliyinin Xe R, yeR, halli (1) tenliyinin deqiq helline yaxin olmagla X ve ¥-in
tapilmasi ¢otin olmasin. Misallarla izah edak.

1. Tutaq ki,



y= J. f (x)dx )

miioyyon inteqralini hesablamaq lazimdir. Farz edok ki, f(X) funksiyasi kesilmazdir ve

onun ibtidai funksiyasi elementar funksiyalar sekilinde gosterile bilmir. Bu inteqralin teqribi
qiymatini hesablamagq {igiin asagidaki tisullara baxaq.

1.1. Malumdur ki, teleb olunan daqiqlikle [a,b] parcasinda kesilmaz olan f(X)

funksiyasina p(X) cobri goxhadlisi ilo yaxinlagsmaq olar. Bu halda (3) inteqrali evezine

y=ip@ﬁx

inteqralini hesablamaq lazim golir ki, bunu da hesablamaq ¢atin deyil. Bu masalonin

hollinde
b
A(F) = [ f(x)dx

funksionalin1 deyismadik. Yalniz A(f) operatorunun toyin oblasti kimi f(X)e C fozasi
ovozina ¢oxhadliler fozasini gotiirdiik.

1.2. Miioyyen inteqralin torifinden bilirik ki, hemise inteqralin giymstine kifayet
gedar yaxin olan inteqral comi qurmaq miimkiindiir.

f(x)dx ~ Z f(x; A, .

n
i=0

D e

Demoli inteqrali hesablamaq avezine basqa bir moessale, comin hesablanmasi massalosine

baxmagq lazim galir. Yoni bu halda dayisen operatorun 6ziidiir.

A(f)sif(xhx A(f)=>" f(x,)Ax,

i=0

2. Tutaq ki, x ve y haqiqi adadler ¢coxlugunun alt ¢oxluglarina daxildir, yeni A(X)
funksiyadir vo cadvel soklinde verilmisdir. (1) tonliyinde X-in elo qiymetleri axtarilir ki,
y =0 olsun. Basqa s6zlo cadval soklinds verilmis A(X) funksiyasinin sifirlar1 axtarilir. 9goer
coadvel soklinde verilmis A(X) funksiyasinin yerine Laqranjin ve ya Nyutonun interpolyasiya
coxhadlilerinden istifade etsek (y =L, (X) y=P, (X)) (1) tenliyin sifirlarinin tapilmasi
maosalosi

L (x)=0 P.(x)=0

n
coxhadlilerinin sifirlarnin tapilma mossalesine gotirilor. Mosaloye basqa ciir yanasaq.

Cadval soklinde verilmis funksiyanin toyin oblasti ilo qiymatler oblastinin yerini doyisek vo



interpolyasiya ¢oxhadlilerini yazagq.
x=L,(y) x=PR(y) (@)

Bu halda cedval sakilinde verilmis funksiyanin sifirinin tapilmasi, yoni (1) tonliyinin

kokiiniin  tapilmasi mosoalesi (4) funksiyalarmin  y =0 ndqtesinde qiymstlorinin

hesablanmasi masoalasine gatirilir:
x=L1,0) x=P,(0)

3. Tutaq ki, asagidaki inteqral tonlik verilmisdir.

b

9(0) =4[ K(x,s)p(s)kis = (x) 5)

Burada K(X, S) niivesi vo f(X) sorbast haddi kesilmeaz funksiyalardir.

b

9() =4[ K(x s)o(s ks = Alp(x)) ©)

isarolomasini aparsaq (5) tenliyini asagidaki kimi yaza bilarik A((p(x))= f(X). Bu inteqral
tonliyin halli Gi¢lin Cebisevin kvadratura diisturlarindan istifade edilarak (5) inteqral tenliyin

halli (ﬁ(xi) (1=123,....n) doyisonlorine nozeren asagidaki xotti tonliklor sistemino

gotirilor.
_ b-a _ .
(p(xi)—iTz K(x,x Jo(x )= f(x;) (=123,...n)
k=1
Bu halda (6) inteqral operatoru adi xatti tonlikler sistemini xarakterizo edon matris

operatoru ilo ®vez olunur. Tapilmis ¢ (Xi) (1=1,23,....n) qiymatlorine gore interpolyasiya

coxhadlilerinden istifade ederak, (5) inteqral tenliyinin (p(x) daqiq hslline kifayst goder

yaxin olan toqribi hallini qura bilerik. ©vvalki misallarda da funksiyaya basqa funksiya ilo
yaxinlagmadan istifade etdik. Bu yaxinlasma funksiyalarin yerlosdiyi fozada gabul olunmus
metrika ilo miisyyon olunur. Biitiin deyilonlori iimumilasdirerak, hesablama riyaziyyatinda
hall olunan masolsaleri daha aydin, tam xarakterizo etmak ii¢lin edadi naticeler alinana qador
hor hansi mesoelenin halli prosesini merhsalolers bolek. 1-ci moerhsle. Qoyulan riyazi
masolenin halli t¢iin moveud adadi lisullarin miiqayiseli tohlili, secilon iisul ilo tapilan
toqribi hsllin daqiq hsalle daha yaxin olmasi (xotanin az olmasi), lisulun totbiq sahesinin
genisliyi vo fordi kompiiterde bu iisuldan istifadenin effektivliyi. Daha iimumi sokilde
funksional fozada ¢oxluga ve funksiyaya yaxinlasma masoalalari birinci merhoaloys aid edilir.
Miixtolif odebiyyatlarda bu messalelor hesablama tisullar1 vo yo adadi lisullar adi altinda
verilir. 2-ci marhoaloye iso hesablama sxeminin tortibi ve ya masalenin halli li¢iin proqram

tortibi aid edilir. Burada proqram tortibi dedikde enenavi proqramlasdirma ile yanasi



kompiiter riyaziyyati sistemlorinde hazirlanmis standart funksiya ve obyektlorden istifade
edorak hesabat bloklarinin tertibi basa diisiiliir. Bu hesabat bloklarinda hazir obyektlorden
istifade etmoklo istifadeci 6zii iigiin interfeys yaradir. Bu tip mesalalerin holli ligiin yeni
kompiiter riyaziyyati sistemlori islonmisdir ve bunlar igerisinde Mathcad miihiti genis
imkanlara malikdir. Riyaziyyatci ag kagizda meselenin hsllini ardicilhiqla nece yazirsa,
klaviaturadaki simvollardan ve xiisusi riyazi simvollar coedvelinden istifade edersk massalo
hellinin alqoritmini kompiiterin ekraninda yazir (ekran sanki ag kagizi xatirladir). Ekranda
yazilmig alqoritme osason proqrami ise Mathcad sisteminin 6zii tertib edir. Mathcad
sisteminin o birilerine nezeren asas forqi bu sistemde WYSIWYG prinsirinine tam riayat
olunmasidir. Ona gorode bu sistemden istifade sadedir. Riyazi messalslarin hallinde okser
hallarda funksiya avvelcaden verilir. Funksiyanin riyaziyyatda gebul edildiyi isarelomalorlo
verilmasi Mathcad sisteminde daha sadedir (Matlab miihitinde ise funksiyani tesvir etmoak
ticiin xiisusi fayl (M-fayl) yaradilmalidir). Funksiya verildikden sonra funksiyanin limitini,
inteqralini, adi ve xiisusi toremalerini, aragdirilmasini, qrafikinin qurulmasini ve sair
mosalaleri ¢ox asanligla yerine yetirmak miimkiindiir. Kompiiter riyaziyyati sistemloarinin
har birinin programlasdirma dillari do var ki, bu dillerde hesabatlar aparmagq {igiin proqramlar
tortib oluna biler.

Hesablama {tisullr1 ve onlarin totbiq sahslerinio aid ¢oxlu adebiyyatlar vardir. Ancaq
miiasir kompiiter riyaziyyati sistemlorinde adadi {iisullardan istifade etmok veo miixtalif
masalalorin healline totbiq etmak ii¢lin hesabat bloklarinin hazirlanmasina aid demak olar ki,
adabiyyat yoxdur. Teqdim olunan vesait on fasildon ibarotdir. Birinci fosilde kompiiter
riyaziyyati sistemlorinin @imumi strukturu, totbiq sahoeleri, miiqayisesi, Mathcad miihitinin
istiinliiklari ve riyazi masalolorin hall qaydalan tehlil edilir. Sonraki fosillorde ise ardicil
olaraq xatalar, birdeyigenli geyri-xatti tonlikler, tenlikler sistemi, interpolyasiya masolasi,
adadi inteqrallama vo diferensiallama, adi vo xiisusi toromali diferensial tonlikler, inteqral
tonliklor habelo optimallagdirmanin adadi tisullar1 verilmisdir. Hor bir fosilo asas iisullar vo
hell alqoritmilari, Mathcad miihitinde tertib olunmus hesabat bloklar1 ve onlarin naticelari,

basqa alqoritmik dillords proqram tartibi {i¢iin blok sxemlar daxil edilmisdir.



Toqribi adadlor. Xota anlayisi

Praktik masalalorin hallinds bezi hallarda kemiyystin deqiq qiymsati ilo yanasi onun
toqribi qiymsetinden de istifade olunur. Tutaq ki, har hansi kemiyystin deqiq qiymsti 4,
kemiyystin 4 doqiq qiymate uygun taqribi qiymati ise a ilo isare olunmusdur. Kemiyyatin
toqribi giymati onun deqiq qiymstinden az forqlenir ve hesablama proseslerindo ondan
istifads olunur. Bundan sonra daqiq ve toeqribi aded uygun olaraq 4 ve a ils isare edacayik.

Hesablama prosesini sadoelosdirmak mogqgsadi ilo deqiq giymsetin taqribi qiymatls
ovoz olunmasindan, real proseslo onu tesvir eden riyazi model arasinda forqlerden,
maosalonin halli prosesinde istifade olunan metodun toeqribiliyinden, oadedler iizerindo
aparilan yuvarlagqlasdirmadan miisyyen xotalar emaloe galir.

Bu gosterilon xotalarin hoar biri bdyiikk olmasa da (bunlardan boazilerini aradan
qaldirmaq miimkiindiir) miieyyen omsliyyatlar aparildigdan sonra bu xatalar cemlonib
xotanin bdyiimasine sebab ola biler. Ona goére do measslenin hsllinde xsatanin az olmasina
calismaqla boraber bu xotalar qiymstlondirilmalidir. Hesablama riyaziyyatinda xatalarin

qiymatlondirilmasinds miitleq ve nisbi xata anlayislarindan istifade olunur.
Miitlaq vo nisbi xata

Odadin daqiq qiymesti ilo toqribi qiymatinin farqine teqribi adoadin xatas1 deyilir. Bu
forq miisbet yaxud menfi ola biler. Ferqin miitloq qiymstine toqribi adadin miitloq xatasi
deyilir vo asagidaki kimi isare olunur.

Aa=|A-a|

A doaqiq odedi melum olduqda deyilon qayda ile miitloq xstani hesablamaq
miimkiindiir. 9goer 4 malum deyilso, miitloq xota hesablanmir ve miitloq xetanin hiidud
qiymoti (bozi adebiyyatlarda limit miitloq xata, hiidud miitleq xota veo ya miitloq xatanin
limit qiymeti A”a) anlayisindan istifade olunur.

Bu halda hesablama prosesinin hansi daqiqlikle aparildigi barede (meassalen hesabat
0.01 doaqiqlikle aparilib, aded yuvarlaglasdirilaraq 24.45 qiymati alinmisdir) malumat verilir.
Bu melumat miitleq xatanin hiidud qiymatini xarakterize edir vo miitlaq xata bu qiymatden
boylik ola bilmaz.

Aa=|A-al<Aa
Bu miinasibatden deqiq 4 edadinin daxil oldugu aralig1 tapmaq miimkiindiir.

a-Aa<A<a+Aa



Bu halda deaqiq 4 adadinin qiymati asagidaki kimi yazilir.
A=atAa
Miitloq xota vo miitloq xotanin hiidud qiymstine goére hesablamanin daqiqliyini
xarakterizo etmoak homise kifayot deyil. Ona gore yeni anlayis — nisbi xata anlayigindan
istifade edilir ve o asagidaki kimi hesablanir.

Aa

5, =22
A

Miitloq xotanin hiidud giymsetinde oldugu kimi nisbi xetanm hiidud giymeti - &,

a

anlayisindanda istifads olunur.

5.26,= 6, 28 Aas< A5,

oldugunu nezere alsaq Aa=|AS, gobul edo bilerik. Deqiq A odedi melum

olmadigindan vo A~ a goebul edilo bilindiyini nezere alsaq A'a = ‘3‘5; miinasibatini alariq.

Qeyd etmok lazimdir ki, nisbi xota vo nisbi xotanin hiidud qiymeti kemiyystin Ol¢ii
vahidinden asili deyil ve ¢ox vaxt faizlerle ifade olunur. Verilen diisturlarin kémeyi ilo
miitloq ve nisbi xatan1, miitleq vo nisbi xatanin hiidud qiymatlarini miisyyen etmak olar.

Misal 1. a) 4=184.27, a=184.264. Miitlaq ve nisibi xatani tapaq.
Aa =|A—a| =[184.27 —-184.264| = |0.006| = 0.006

Aa _ 0.006

% "4 18427

=0.0000326

b) Kemiyyetin toqribi =185 qiymati 0.04 daqiqlikle alinmigdir. Kemiyyatin doqiq
qiymatinin yerlogdiyi aralig1 vo nisbi xetanin hiidud giymstini tapaq. A"a = 0.04
a-Aa<A<a+Aa=185-0.04< A<185+0.04 =184.96 < A<185.04

X Aaa 2554 0.000216
¢) Komiyyostin oadadi qiymeti yuvarlaglasdirilaraq 51.2 almmigdir (¢=51.2).
Koamiyyatin deqiq qiymstinin yerlosdiyi aralig1 tapaq. Yuvarlaglasdirma qaydalarina gore
miitloq xata 0.05-den ¢ox ola bilmaz. Daha dogrusu miitloq xatanin hiidud qiymsati 0.05-i
asmir: A'a=0.05.
a-Aa<A<a+Aa=512-005< A<51.2+0.04 =51.15< A<51.24

Praktik mesoloalorin hallinde xatalart miixtalif olan teqribi adadler {izerinde mileyyen



omoliyyatlar aparilir vo alinmig naticenin xstasini qiymstlondirmak lazim goalir. Masolen,
diizbucaglinin tersflerinin teqribi qiymstlori vo xstalar1 melum olduqda perimetrinin ve
sahasinin xotasini giymsatlondirmak iigiin toqribi adedler iizerinde toplama ve vurma
omollori zamani xatanin qiymstlondirilmasini bilmak lazimdir. Eloceds teqribi adedler
izerinde bolms, qiivvets yiikseltma, kokalma ve miixtalif emsliyyatlar aparildigda naticenin
xoatasini qiymatlondirmak ii¢lin qaydalar malum olmalidir.

Comin xatasi.

Teorem 1. Bir neco toqribi adadin cebri cominin miitloq xotas1 hemin teqribi
adadlerin miitleq xatalarinin cominden boylik deyildir.

Isbatu. Tutaq ki, a;,(i =1,2,3,....,n) toqribi adadleri, onlarin deqiq A, (i =123,....,n)
qiymatlari ve miitleq xatalar1 Aa,, (i =1,2,3,....,n) verilmislir. Asagidaki isarelomalari aparaq

ve comin miitleq xatasin1 qiymatlondirak.

Aa=|A-a|=

i=1

ia—ga

i=1

=‘Zn:(Ai —ai){éiZ:JAi —ai|:i2;:Aai =

= Aa< Zn:Aai

i=1
Teorem isbat olundu.
Taplananlarin miitloq xatalar1 ilo miitleq xatalarinin hiidud qiymsati arasinda
n n
Aa, <ANa, ,(i=123...nN)= Aa<) Aa <) Aa
i=1 i=1
miinasiboatini vo cem iigin Aa<A'a sertini nozere alsaq, cebri comin miitloq xetasinin

hiidud qiymsati ii¢lin asagidaki miinasibati alariq.
n
Na=) Aa
i=1

Noticads bir nego toqribi adadin cebri cominin miitleq xstasinin hiidud qiymatinin
hemin toqribi adoedlerin miitleq xotalarinin hiidud qiymatleri cemine beraber oldugunu
alariq.

Teorem 2. Bir nego toqribi adadin (eyni isarali) cominin nisbi xotas1 bu adadlorin
nisbi xatalarinin en boyliylinii agmir.

isbatu. Tutaq ki, a;,(i =1,2,3,....,n) toqribi adadleri, onlarin deqiq A, (i =123,....,n)

qiy-matlari, miitleq ve nisbi xatalari Aai,5ai ,(1=123,....,n) verilmislir.



8 =minis, 8, 8y | Vo 87 =Maxis, 8, Sy |

isarelomslorini aparib, Aa; = |A, |5ai oldugunu nazere alib comin nisbi xatasin1 asagidak: kimi

gevirak.

s e ZMH 2A%
A ;M\%MJ ;M

)

a

oAl YlAs,| YA
:n';g 5a — |=1n < n|=1 :5**
2IAl AL XA

Demoli eyni isarali toplananlarin cominin nisbi xatasinin hiidud qiymsati toplananlarin

)

nisbi xoatalarmin hiidud qiymstloerinin on bdyiiyli ilo on ki¢iyi arasinda yerlasir. Forqin
miitlaq xatast 1-ci teoremlo miioyyon olunur. Ciinkii teoremds cobri comden sohbat gedir.

Torifden istifade ederak forqin miitleq ve nisbi xatalarin1 miisyyen edak.
a=a —a, A=A -A, Aa=|A-al=|A-a —(A -a,)<|A —a|+|A, —a,|=Aa, +Aa,
_Aa _Aa, +Asq,

) |A| A1 - Az

Diisturdan da goriiniir ki, eger adadlerin doqiq, elocads toqribi qiymetlari biri-birine

)

cox yaxindirsa nisbi xetanin qiymeti bdyilye biler. Praktik mosslolerin hallinde homise
caligirlar ki, biri-birine yaxin adadlerin forqinin nisbi xatalar1 qiymstlondirilmasin.

Hasilin xatasi.

Teorem 3. Sifirdan forqli teqribi adedlerin hasilinin nisbi xatasi, vuruqlarin nisbi
xoatalar1 cominden boylik deyil.

Isbati. Forz edek ki, vuruglar miisbet odedlerdir ve hasilin loqarifminden ve

funksiyanin artimu ile diferensiali arasinda teqribi slage diisturundan istifads edok.

: C Aa
a=[Ja= Iha=) Ina Alnazd(lna)z?
i=1 i=1

Bu deyilenlari nezere alsaq asagidaki miinasibati alariq.

Aa Aa, Aa, Aa
—=—+—=+....t
a a, a, ‘ a

Toqribi diferensiallama diisturundan istifade etdikde forz etdik ki, Aa, -lor kicikdir.

Yoni kemiyyatin deqiq ve teqribi qiymatlarinin biri-birine yaxindir (A, ~ a;).

10



&
A

Isarelomolerini nezere alsaq hasilin xetast {iiin asagidaki diisturu alariq

Aa,
a

Aa
A

=5 -5

~
~

Teorem isbat olundu.

Hasilin nisbi xatas1 ii¢lin alinmig diistur vuruglar miixtslif isaroli oldugda da dogru-
dur.

Noticoa. Hasilin nisbi xotasinin hiidud qiymsti, vuruqglarin nisbi xatalari cemine
boarabardir. ©goer toqribi oded sifrdan forqli deqiq edede vurularsa onda nisbi xatanin hiidud
qiymati deyismir, miitloq xotanin hiidud qiymati ise hemin adads vurulur.

Nisbatin xotasi.

Teorem 4. Nisbatin nisbi xatas1 boliinen ve bdlenin nisbi xatalar1 cominden boylik

deyil.
a:E:Ina:Inx—Iny:AInaSAInx+Alny
y
Alnazd(lna)zA—
a
oldugunun nazers alaq.
A AX A
22X N 5 <5, 495,

a X y
Teorem isbat olundu.

Nisbatin nisbi xatasinin hiidud qiymati boliinen ve bdlenin nisbi xatalarinin comins
beraberdir. 5, =&, +6,

Qeyd. Hasilin eloco do nisbatin nisbi ve miitleq xotalarmin hiidud qiymstlori
arasinda asagidaki miinasibeti yaza bilerik. A'a = \a\E;‘

Qiivvatin xotasi.

Teopem 5. Toqribi adedin n deraceden qiivvetinin nisibi xatasinin hiidud qiymati

hemin adadin nisbi xatasinin hiidud qiymatinden n defe boyiikdiir (n e N ).
Isbati. a=a," =a,aa,......a, . Hasilin nisbi xetasmin diisturundan istifade edok.
8 =8 +8, +--+5, =né,.
Teorem isbat olundu.

Misal. Kubun terefi 0.1sm doeqiqlikle Olgiilorok a=2.1sm alimmigdir. Kubun

hecminin xetasin1 tapmn: V = a’®.

11



Serte gors,

Na=01, &, =Aaa = 21 =0.0476, & =3*5 =3*0.0476=0.1428

Av=V *5a=9.261*0.1428 =1.31428
Kokiin xotasi

Teopem 6. n deracedan kokiin nisbi xatasinin hiidud qiymati kokalti adedin nisbi

xotasinin hiidud qiymstinden »n dafs az olur.

. * * * l *
Isbati. a= Q/a =S a=a"=0J, =nd, = 6, =—9, . Teorem isbat olundu.
1 n 1

Xatalar nozariyyoasinin asas masalasi

Tutaq ki, diferensiallanan goxdeyisenli y = f(a,,a,,a,,.....,a,) funksiyasi
verilmisdir. a,,(i =12,3,....,n) doyisenlarinin miitleq xatalar1 Aa,, (i =1,2,3,....,n) malumdur
vo funksiyanin miitleq xatasinin gqiymsatlondirilmasi vo sksine funksiyanin mslum xstasina
gore arqumentin xatasinin qiymotlondirilmesi xatalar nozeriyyesinin osas mossalosidir.
Aa;,(1=123,....,n) miitloq xotalarinin kigik, onlarin yiiksek qiivvatlerinin daha kigik

olduguni nezears alib funksiyanin miitleq xatasini qiymatlondirak.

Ay = Af :‘f(aleAal,a2 +Aa,,.....,a, +Aa,) - f(a,a,,...a,)

L of 5| of
Ay ~|df (a,,a,,....,a, )| = aAai‘§Z£|Aai|
i=1 1 i=1 i
5| of
<3 Aa 1
s 312 Jna) 0

Funksiyanin miitleq xotasinin hiidud giymetini A’y -lo isare etsek funksiyanin

miitloq xatasinin hiidud qiymsati ii¢iin asagidaki miinasibeti alariq.

Ny=>
i-1

o
| 09,

N (1%)

(1)-in her terefini y-o bdlsak ve ¢evirmalar aparsaq nisbi xatanin hiidud qiymsati tigiin

asagidaki miinasibati alariq.

of
ééi%|Aai|:iailn f(a,a,,....a,)[Aq] (2)
i=1 y i=1 ai
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v | 8 .
5yzzaln f(a,a,,...a,)|A 3 (2%)

i=1 i
(1)-(2) diisturlarindan istifade ederek cemin, hasilin, qiivvetin ve kokiin xetalarinin
qiymatlandirilmasi haqqinda teoremlorin naticalarini almagq olar.
Masolen, (1) diisturundan istifade ederok comin miitleq xatasini qiymetlondirmoak

olar.

of of
=f(a,,a,)=a +a,,—=1—=1>
y (1 2) 1 2 63.1 aaz

of of
|Ag,| = a?Aa1 +8?Aa2 = Aa, + Aa, = Ay < Aa, +Aa,

1 2

o
oa

Ay < Zzl
i=1

Misal 1. Verilonlore gore silindirin hacminin miitleq ve nisbi xatasinin hiidud

gqiymatlorini tapmn. 7 =3.14,H =2+0.0,R=3+0.02. Bu verilonloro gore silindirin

hacminin xatasii qiymatlondirmak ii¢iin hacma (V = 7R?’H ) 7,H,R deyisenlarinden asili

funksiya kimi baxaq ve bu deyisenlors nozaren xiisusi tdromalori tapagq.
N _ RZH,ﬂz 2nRH,ﬂ=7zR2
or oR oH
(1*)  diisturundan istifade etmok ii¢iin geyd olunan doayisenlarin toqribi giymatlarini vo

onlarin miitleq xatalarinin hiidud giymstlarini miisyyen edib, hesabatlar1 yerine yetirok.
n=3.14,A 7 =0.0016,H =2, AH =0.0L,R=3,AR=0.02

oV
+ _
oH

AV = N
orn

+ N AR
OR

*

AT

AR |+ R*|AH| =

A H\ = RZH\A*H\+27zRH

=18A'7 +37.68A'R + 28.26A"H =1.065
V =72R’H =56.52

SV = 1065 _ 0.0189 ~1.9%

© 56.52

Praktik maeselslerin hellinde bezen arqumentin elo miitloq xotast axtarilir ki,
funksiyanin miitleq xotasi verilon haddi agmasin. Bu halda ager mehdudiyyst yalniz bir
doyigen lizerine qoyularsa messaleni bir qiymetli hsall etmak olar. Funksiyanin verilmis
ifadesinden xotasi axtarilan dayisen tapilir. Alinmis yeni funksiya ii¢lin (1), (1%), (2), (2%)
diisturlarindan istifade ederok qoyulan ters messaloni hall etmoak olar. Oger funksiyanin
doayisenlorinin he¢ birinin xatas1 malum deyilss, bu halda massle qeyri miioyyondir. Belo
mosolenin hsllinds forz edilir ki, funksiyanin miitloq xstasinin formalagmasinda biitiin
doyigenlorin tesiri eynidir (bu bezi odsbiyyatlarda eyni tosir prinsipi adlanir). (1%*)

diisturunda deyilenlori nazere alsaq, yeni

13



of

oa,

o
oa

o
oa,

oldugunu neazere alsaq her bir deyisenin miitloq xotasinin hiidud qiymsti iiglin asagidaki

*

Na, = Aa,

. A
Aazz...:‘ :Ty

n

miinasibati alariq.

Aa :ﬂ, i=12,..,Nn (3)

n

oa,
Misal 3. Silindirin oturacagmin radiusu 2m, hiindiirliyii ise 3m-o berabordir.
Silindirin hecminin miitleq xotasin, AV =0.1-i asmamas iiciin radius ve hiindiirliiyiin

miitloq xotasi ne qgoder olmalhdu? 7 =3.14,H =3, R=2 oldugunu nezere alib (3)

diisturundan istifade edok.

ﬂ:RZH =12 A= 0.1 < 0.003
on 3%12
N _omH =377  AR=—2Y 0001
OoR 3*37.7
N L R?-126 AH=—21 0003
oH 3%12.6

Demsli silindirin miitleq xotasinin verilon haddi agmamasi {igiin radiusun veo

hiindiirlilylin  miitloq xotalarmin hiidud qiymeti uygun olaraq 0.001 ve 0.003 metri

asmamalidir.

14



2-¢ci movzu

Birdoayisonli geyri-xotti tonliklor

Oksor mithendis mossalalerinin riyazi modellori tonliklorle tosvir olunur vo bu
tonliklorin holli praktik ehemiyyet kesb edir. Umumi halda birdeyisenli tenlik asagidaki
kimi gosterile biler: ¢@(X) =g(X). Ogoer f(X)=¢(x)—g(x) gobul etsok onda tonlik
asagidaki sokilds yazilar.

f(x)=0 1)

f (x) funksiyasinin toyin olundugu oblast (1) tenliyinin toyin oblasti adlanir. Dayisenin (1)
tonliyini eyniliye ¢eviren qiymetlar ¢oxluguna haller ¢oxlugu, bu ¢oxlugdan gotiiriilmiis har
bir giymete ise tenliyin koki deyilir. Aydindir ki, haller ¢oxlugu (1)-in toyin oblastinda
yerlosir. Masolon,

1.sinx=0 . x=z*n neZ tonliyin hallor ¢oxlugudur. 7,—-27,107 adadlerinin har
biri tenliyin kokiidiir.

2. sin x = 2 tonliyinin hallar ¢oxlugu bos coxluqdur.

3. Xx—5=0 tonliyinin heallar ¢oxlugu {5} bir elementdan ibaratdir.

4. x> +4=0, x ==+2i tonliyinin heller ¢oxlugudur. 2i ve —2i kompleks adadlorinin
har biri tenliyin kokiidiir.

(1)-do f(x) funksiyasindan asili olaraq tonlikloer cebri vo transendent kimi iki sinfo
boliiniir. Ogor f(x) funksiyasinda hesab vo qilivvete yiikseltme amalleri istirak edirse, onda
bu funksiya cabri (rasional veo irrasional) funksiya, (1) ise cebri tonlik adlanir ve timumi

sokilde asagidaki kimi yazilir.

X" +a X"t +a,x"? +...+a ,x+a, =0 )
n-ci derecaden kokalma emseli do, — derecaden qiivvets yiikseltme kimi gosterile
n

biler. Mososlon,
x=1+/6-x=3 ©)
irrasional tonliyi ¢evirmalorden sonra
x* —7x+10=0 (4)
tonliyine gotirilir. Ancaq (3) va(4) tonliklerinin toyin oblastlart eyni deyil. (3) tenliyi [1;6]
pargasinda, (4) ise biitiin haqiqi adsler ¢oxlugunda toyin olunmusdur. Dger f(X)-do istli,

loqarifmik, trigonometrik vo tors triqgonometrik funksiyalardan he¢ olmazsa biri istirak edor-
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s9, onda (1) transendent tonlik adlanir.
Cox az hallarda tenliyin kokiiniin deqiq qiymstini tapmaq miimkiin olur. (2)

tonliyinde n=234 oldugda hollor c¢oxlugunu tapmaq mimkiindiir. Moahsur norveg

riyaziyyatcisi Abel isbat etmisdir ki, n >5 olduqda (2) tonliyinin hall diisturu yoxdur ve bazi
xiisusi hallarda haller ¢coxlugu tapila biler.

Bir ¢ox hallarda (1) tenliyine daxil olan smsallar teqribi qiymatlondirilir ve aydindir
ki, bu halda tenliyin kokiiniin deqiq qiymstinin tapilmast mahiyyat kesb etmir. Bazi praktik
masoalalorin hallinds ise tonliyin deqiq kdkiiniin tapilmasi zeruri hesab edilmir. Ona gorade
(1) tenliyinin kdklarinin teqribi qiymatinin tapilmasi masalasinin praktik shemiyyati vardir.
Ovvolce toqribi kok anlayisini verok. Tutaq ki, X* (1) tenliyinin deqiq kokii, X ise & deqig-
liklo taqribi kokdiir. Bu o demakdir ki,

‘x—x*

<¢g (5)

sorti 6denir. Bu halda VXE[X* —&X +g] (1) tenliyinin & deqiglikle toqribi kokdiir. Demali (1)

tonliyinin sonsuz sayda & doqiglikle toqribi kokii var. Oger x* e[a, b] \C) |a—b|£e sortlari

O0donorse, onda ‘a— X*‘ §|a—b| <& vo ‘b—x*‘ £|a—b| <¢ sortlori do 6densr. Bu halda a vo b

qiymatloeri uygun olaraq tenliyin oksiyi ile ve artiglamasi ile &€ daqiqlikle teqribi kokleri
kimi gobul edile biler. Daha dogrusu Vxe [a,b] (1) tenliyinin & doaqiqlikle toqribi kokidiir.
Bir ¢ox hallarda tenliyin - X kokinin yerlosdiyi ve |a—b| <& gortini 6deyen [a, b]
parcasini tapmaq olmur. Bu halda teqribi kokiin qiymetlendirilmasi iigiin diger meyarlardan
istifads olunur.

(1) tenliyinin teqribi kdklerinin tapilmasi ti¢iin totbiq olunan iisullar tenliyin cebri vo
ya transendent olmasindan asili deyil. Tenliyin teleb olunan deaqiqlikle teqribi kokiiniin
tapilmasi iki merhslods yerins yetirilir.

1-ci moarhals. Tonliyin koklorinin ayrilmasi.

2-ci marhals. Tonliyin ayrilmis kokiiniin teleb olunan daqiqlikle deqiqlesdirilmasi.
Tonliyin koklarinin ayrilmasi

Ogor (1) tenliyinin yalniz bir kdkiinii 6ziinde saxlayan parga tapmaq miimkiinse onda
deyirler ki, verilon tenliyin kokii aylilmigsdir. Bu pargalarin tapilma prosesine koklarin
ayrilmasi deyilir ve iki iisulla yerine yetirilir: grafik vo analitik tisul.

QOrafik iisul. Ogor tonlik f(Xx) =0 soklindedirse, y = f(x) funksiyasinin grafiki quru-
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lur ve qurulmus grafike @sasen tenliyin yalniz bir kokiinii, yeni qrafikin absis oxu ilo kesismo
ndqtesini 6zlinde saxlayan parcalar miioyyen olunur. Bu qayda ile qrafiki deqiq qurmagqla
heatta miieyyon daqiqlikle tonliyin toqribi kokiinii de tapmagq olar.

Ogor tonlik ¢(x) = g(x) sokilindedirse onda y =¢@(x) vo y=g(x) funksiyalarinin
eyni bir koordinat miistevisinde qrafikleri qurulur ve bu qrafiklerin kasisme ndqtelerinin

absislarinin, yoni tonliyin koklerinin yerlosdiyi parcalar miisyyen olunmagqla kokler ayrilir.

h)
-

Sokil 3.1.
Sekil 3.1.-de y= f(x) funksiyasinin qrafiki qurulmusdur. Qrafikde f(x)=0

tonliyinin kokleri, yeni qrafikin 0X oxu ile ortaq X, X,,X;,X,,Xs, Xs, X, noqteleri
gostorilmisdir. Bu qrafike gore tenliyin koklerinin yerlosdiyi pargalart X € [a,b], X, € [b,c],
X, € [C,d], X, € [d,o], Xs € [o,m], Xs € [m,n], X, € [n, p] miloyyen etmok miimkiindiir.

Misal 1. xsin(x)—1=0 tonliyinin koklerini ayiraq. Aydindir ki, tenliyin sonsuz

sayda koklori var ve bu kokler koordinat baslangicina nezeren simmetrik yerlosir.
f (x) = xsin(x) —1 funksiyasiin grafikini Mathcad mihitinde quraq. Qurulmus qrafike gore

tonliyin koklarinin

AR A

AR AR
= TV T/ TN TV

5]

Sokil 3.2.
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yerlasdiyi intervallar miioyyon oluna biler (sokil3.2). Tenlikde ¢evirmsler aparib miixtalif

grafikler qurmaqla da eyni bir tonliyin koklerini miixtalif qrafiklere gore ayirmaq olar.
Verilon tonliyi Sin(X):1 soklinde gostorak. @(X)=sin(x) vo g(X):1 isarolomalarini
X X

aparib eyni bir koordinat miistovisinde y =¢@(X) ve Yy =g(x) funksiyalarinin grafiklorini
quraq (sokil 3.3). Her iki funksiya tok oldugundan onlarin grafiki koordinat baslangicina

nozoron simmetrikdir. Demoli

tonliyin koklari do koordinat baslangicina nezeren simmetrik

Lo

aE) = sitnx) 2

-_ L /.-—-\_\ A‘_ /_,fr-'—“\\\
Y] -0 _i// B =T _;Q Q A \‘uf’ o 10

Sokil 3.3.

olacaq. Tenliklerin toyin oblastlarinin miixtelif olmasina baxmayaraq her iki tonliyin haller
coxlugu eynidir. Toenliyi Xsin(x)=1 soklinde yazib ¢, (x)=xsin(x) vo g(x)=1

isarelomalorini aparib qrafikleri quraq (sokil 3.4).

/N J /T
o N AL L] ]

20w - Ja \5

-7 42 [ b \1 ?’ 0
\/ \/ﬂ(x) = % 51X

Sokil 3.4.

Hor ii¢ qrafike gore tenliyin koklerinin yerlasdiyi parcalart miisyyen edo bilerik. Tenliyin

koklori [072[} Vo [72[ +z(n —1),% +7 n}, ne N pargalarinda yerlosir. Demsli, grafiklors
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gora tonliyin koklerini ayirdiq.

Misal 2. sin(x)—xcos(x) =0 tenliyinin koklerini ayiraq. Qrafikleri Mathcad
miihitinde quraq. f (x) =sin(x) — xcos(x) tok funksiya oldugundan onun qrafiki, eloceds 0x

oxu ile kesisma noqtelari koordinat baslangicina nazeran simmetrik yerlogacok. Ona gore do

tonliyin miisbat kokloarini ayiraq. Sekil 3.5-de f (X) funksiyasinin grafiki qurulmusdur.

I

} fl(x) = sinx) — xcos(x) /

Sokil 3.5.

Tonliyi sin(x) = xcos(x) sokilinde  yazib g(x) =sin(x), g3(x) = xcos(x)
funksiyalarmin grafikini quraq ve tenliyin koklerinin ayrilmasinda har iki qrafikden istifade
edok. x =0 tenliyin kokiidir. x = zn noqtelerinde g(Xx) =sin(x) funksiyasi sifira gevrilir,
g3(x) = xcos(x) funksiyasi iso n-in tok qiymetlerinde minimum, ciit qiymetlerinde ise
maksimum qiymat alir. Sakil 3.5 ve sokil 3.6-da verilen qrafiklerds ekstremum noqtelerini

gérmak miimkiindiir.

It

/\ 4 23(H) = xcos(x) d"/\

A /71 “:\\ . .
e I 16 4 e 0 N "“"--7L/' ¥ o
g% = sy \/ \

—
b

10X

Sokil 3. 6.
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7 vo 2r noqteleri arasinda f1(x) funksiyasmin grafiki ox oxunu (sekil 3.5.), g(x),93(x)

funksiyalarmin qrafikleri ise bir-birini kesir (sokil 3.6). Asanligla gormak olar ki, tonliyin

miisbat koklori [ﬂn,ﬂ(n +1)], ne N pargalarinda yerlagir. f1(x) funksiyasi tok oldugundan
monfi koklor [— z(n +1),—7zn)], n e N pargalarinda yerlogacokdir.
Misal 3. cos(x) = 0.1x* tenliyinin koklerini ayiraq. f(x)=cos(x)—0.1x*> funksiyas1

ciit oldugundan onun grafiki vo 0x oxu ilo koesismoe ndqtolari 0y oxuna nozeren simmetrik

yerlogacokdir.
A 4 /
Pz \ gl = 0.1 /
4 ™~ 1 4
\\ S //
1 16 J4 - i 4 ; 3
fA(%) = cos(x) ‘\—-"/ k/

]

Sokil 3.7.
Sekil 3.7.-de f4(x) = cos(x),g4(x) = 0.1x* funksiyalarmin qrafikleri verilmisdir. Qrafikden
goriiniir ki, bu funksiyalarin grafiki iki noqtads kasisir. Kasismoe ndqtelorinin absislori uygun
olaraq [— 2,0], [0,2] parcalarinda yerlasir.

Analitik disul. f(x)=0 tonliyinin kdklerinin analitik tisulla ayrilmasi riyazi analiz
kursunda Oyrenilon funksiyanin artmasi, azalmasi, tokliyi, ciitliiyli, monotonlugu, asagiya ve
yuxariya gabariqligi, kesilmoaz funksiyanin parcada on boylik ve kigik qiymatini almasit kimi
xasso vo teoremloro osaslanir. Kokloerin ayrilmasinda asagidaki teoremlorden istifade
edacayik.

Teorem 1. [a, b] pargasinda koesilmez olan f(x) funksiyasi parganin uclarinda
miixtalif igsarali gqiymatler alirsa, onda bu parcada f(x) =0 tenliyinin he¢ olmazsa bir kokii
var.

Teorem 2. [a, b] parcasinin uclarinda miixtolif isarali qiymatlor alan f(x) funksiyasi
bu pargada kesilmoz ve monoton olarsa, onda bu pargada f(x) =0 tonliyinin yegano kokii

var.
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Teorem 3. Dgor f(x) funksiyasi [a,b] parcasinda kesilmez ve paganin uclarinda
miixtolif isarsli giymotlor alirsa, f'(X) bu pargada isaresini sabit saxlayirsa, onda f(x) =0

tonliyinin bu parcada yegans kokii var.
Tonliyin teqribi kokiiniin daqiqlesdirilmesinde funksiya qrafikinin asagidaki dord
halindan istifade edacoayik. Bu hallarin har birinds tenliyin kdkleri ayrilmisdir.

f(a)<0,f(b)=0 f(a)=0,f(b)<0
f/(x) =0, f"(x) =0 f'(x) <0, f"(x) <0
y=ftx) e
NP“ A s
@l Y /)

fib)

o ks 0 %
,ﬁ/a) J‘; fﬁj ..............................
Sokil 3.8. Sokil 3.9.
f(a)<0,f(b) =0 f(a)=0,f(b)<0
f'(x) =0, f"(x)<0 f'(x) <0, f"(x) =0
i y=fx) N
1b) fla)
7] X ;
0 X
fia)
fb)
Sakil 3.10. Sokil 3.11.
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Sokil 3.8 vo 3.9-da funksiyanin birinci ve ikinci tertib téromalsrini igaralari eyni, sokil 3.10
vo 3.11-do ise miixtelifdir. Bu slamatlarden tenliyin teqribi kokiiniin deqiqlesdirilmasindo
istifade edacoyik.

Misal 4. sin(x) —xcos(x) =0 tenliyinin koklarini analitik tisulla ayiraq. Yuxarida
sin(x) —xcos(x) =0 tonliyinin  qrafik dsulla koklerini ayirdig. Qeyd olundu ki,
f (x) =sin(x) —xcos(x) tok funksiya oldugundan onun 0Xx oxu ilo kesisme noqtelori
koordinat baglangicina nazeron simmetrik yerlosocok. f(x) funksiyasinin birinci tortib
toromesini tapaq. f(X) ve f'(x)=xsin(x) funksiyalar1 biitiin edod oxunda toyin olunubdur.
Yuxarida geyd olunan teoremlorden istifade etmok tigiin f'(X) =0 tonliyini holl edok.

f'(xX)=0=x=mn,n=0,£1£2,...
x>0 oblastinda f'(x)=xsin(x) funksiyasinin qrafiki oXx oxunu X=zn,n=012,...
noqtelerinds kesir. Onda [ﬂn,ﬂ(n +1)],n >1 intervallarinda f'(x) funksiyasi isaresini sabit
saxladigindan f(x) funksiyasi monotondur. Qeyd olunan par¢anin uclarinda funksiyanin
miixtalif isarali qiymatler almasini yoxlayagq.
f (n)  ((n+1)) = [sin(7n) - an cos(zn )] * [sin(z (n +1))— z(n +L)cos(z (n +1)) | =
= *n(n+1)cos(zm) cos(z(n+1)) = z°n(n+D(-1)" (-)"* =
=z’n(n+1)*(-)*"" =—z°n(n+1) < 0
Noticodo aliriq ki, f(x) funksiyasi [ﬂn ﬂ(n +1)], n>1 parcgalarinin uclarinda miixtolif isaroli
qiymatler alir. Bu pargalarin her birinde funksiyanin birinci tortib téremasi isaresini sabit
saxladigindan f(Xx) funksiyast monotondur. 3-cii teorems gore bu pargalarda tonliyin kokii
yeganadir. X =0 toenliyi 6dadiyinden tenliyin kokiidiir. Bu kokiin [— T, 7[] parcasinda
yerlosdiyini vo verilon tonliyin koklerinin koordinat baslangicina nszeren simmetrik
yerlasdiyini nezare alsaq tenliyin koklorinin ayrildig intervallar1 yaza bilorik.
[-7,7] vo [m,z(n+1)n=1+243+4,.....

Tonliyin koklerinin qrafik yoxsa analitik {isulla ayrilmasmin slverisli olmasi tenlikden
asilidir. Ola bilsr ki bir iisul ilo tonliyin koklarini ayirmaq miimkiin olmasin. Masslon, sokil

3.1-de qrafikde gosterilen Xj,X,,X;,X,,Xs koklerini analitik iisullarla ayirmaq miimkiin
oldugu halda X, x, koklerini analitik tisulla ayirmaq miimkiin deyil.

Misal 5. x®-3x+1=0 tenliyinin koklerini aywraq. f(x)=x®-3x+1 funksiyasi

biitiin adad oxunda toyin olunub. Bu funksiyanin artma vo azalma araliglarini, bohran

ndqtelerini tapagq.
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f'(x)=3x"-3,f'(x)=0=>x* -1=0=x =1
Artma araligl. f '(X) ~0=>x*-1-0=> (—oo;—l)u (1,+oo)
Azalma aralig1. f '(X) <0=>x*-1<0=> (—1;+1)

f(x) funksiyasinin ifqi asimptotlarinin olmadigini nazere alaq ve (—oo;—l) Vo (1,+oo)

intervallarinda x = -2 ve x = 2 ndqtelarini qeyd edsrak asagidaki cedveli quragq.

X
X=-2 Xe(—Z,—l) Xx=-1 Xe(—l,l) Xx=1 Xe(l,Z) X=2
f(x)
sign(F'(x) | + h 0 i 0 PR
f(x) -1 artir 3 azalir -1 artir 3

Bu codvelden goriiniir ki, f(x) funksiyasi [— 2,—1], [—1,1] Vo [1,2] parcalarmin uclarinda
miixtolif isareli gqiymetlor alir ve bu araliqlarda f'(X) isaresini sabit saxlayir. 3-cli teoremo
gore bu parcalarda tenliyin yegans kokii vardir. Demali [— 2,—1], [— l,l] \C) [1,2] parcalarinda

tonliyin kokii ayrilmisdir.

Tapsirlq. Tenliklorin kdklerini ayirin.

1. x}*-2x-5=0
2. 2—x=1In(x)
3. x*sin(x) =1

3-cii movzii .Qeyri-xatti tonliklorin koklarinin doqiglasdirilmasi iisullari

Koklerin  deqiqglasdirilmesinde parganin yariya boliinmasi, veterlor (kesenlar),
toxunanlar, kesenler ve toxunanlar tisulunun kombinasiyasi ve iterasiya (ardicil yaxinlagma)
tisullarina baxilir. Iterasiya (ardicil yaxinlasma) iisulu sixilmis inikas prinsipine esaslanir ve
totbiq saholori daha genigdir. Baxilan iisullarda tenliyin kdkiiniin ayrildigi parca iki hisseye
boliiniir. Tenliyin kokiiniin yerlosdiyi parca miioyyen edilarak iterasiyalar qurulur ve tenliyin

toqibi kokii deqiqlesdirilir.

Parcanin yariya boliinmasi iisulu
Qeyd etdik ki, geyri-xatti tonliyin toqribi tisullarla halli iki merhalays bdliiniir. Birin-
ci moarhalads tenliyin kokleri ayrilir, ikinci marhsaloeds ise ayrilmis kdkler deqiqlosdirilir.
Tutaq ki (1) tenliyinin kokii [a,b]-de ayrilmisdir, bu par¢ada f(x) kesilmezdir ve

f(a) f(b) <0 serti 6denir. (1) tenliyinin kokiinii & deqiqlikle tapmaq teleb olunur. Bunu
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asagidaki qayda ilo yerino yetirok. [a,b]-ni [a,c,]ve [Co,b] kimi iki hisseyes bolen ¢, ndqtesi
gotiirek. Dgar f(c,)=0 olarsa, X=c, tonliyin deqiq kokidiir, oks halda [a,b]-de tenliyin
koki ayrildigindan bu kok [a, CO] vo [c,,b] pargalarmin birinde yerlosmolidir. Dgor

f(a) f(c,) <0 olarsa, tenliyin koki [a,co] parcasinda, oks halda ise [Co,b]—da

yerlagacokdir. Tanliyin kdkiiniin yerlasdiyi parcant [a1vb1] kimi igare edib, C; noqtesi ile iki
parcaya bolek. Tenliyin kokiiniin yerlosdiyi pargani ylixarida deyilen qayda ile miisyyen
edib prosesi davam etdirsek naticeda

[a,b]o[a,,b,|>[a,,b,]>...o[a,,b, ]

parcalar ardicillig1 alariq. Azalmayan {an} ardicillig1 yuxaridan, artmayan {bn} ardicillig ise
asagidan tenliyin deqiq X kokii ilo mehduddur. Melumdur ki, ‘an —bn‘ < € gorti 6dendikdo
VX e [an,bn] tonliyin & doqiqlikle kokidiir. Tenliyin kokiinin ayrildigi pargcanin G,

noqteleri ile iki parcaya ayrilmasini miixtalif iisullarla yerine yetirmoak olar. Bu zaman C;-

lorin se¢ilmasi elo olmalidir ki, iterasiya prosesi daha siiratli olmagqla, kompiiterds totbiqi
asan olsun.

1. Kompiiterdo (0.1) araliginda tesadiifi ededin alinmasi ii¢iin standart funksiya(Rnd)
nozordo tutulmusdur. C; =g, +|ai —bi| *Rnd diisturu ilo tonliyin doqiq kékiiniin yerlosdiyi
parca iki hisseys bdliiniir.

2. Parcan1 A:1, 1> 0 nisbatinds bélen ndqte

¢, = a,+1*Db,
1+ 4
diisturu ile tapilir. A parametrine miisbet giymetlor vermoklo miixtelif bdlgii ndqteleri
almaq olar. Praktikada C; noqtesinin her iki Gsul ile se¢ilmesinden istifade olunur. 4 =1

oldugda tenliyin kokiiniin ayrildig1 parca yariya boliiniir ve praktikada daha genis istifade

olunur. Bu halda her bir iterasiyada par¢anin tiziinliigiinii hesablamagq olar.

*ja—b)
2

Axirincl ifadeden € daqiqlikle kokiin tapilmast {igiin iterasiyalarin sayi tapila biler.

bl—al=%|a—b|,b2—a2:212a—b b —a =

|a—b| In|a—b|—|ng
B2 o n> INT (
& In 2

1
‘an—bn‘ﬁgj F‘a—b‘ﬁgj 2n > ) +1

Parametrin 4 #1,A4 >0 qiymatlarinds iterasiyalarin sayini1 miisyyen etmak olmur. Parganin
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yartya bolinmesi tsulu ilo € doaqiqlikle teqribi kdkiin tapilmasi ligiin hesabat blok sxemi
asagida verilmisdir (sokil 3.12).

Parganin yariya
boliinmesi tisulu

a,b,e ;

_ 74 [ilb-al-ng
l’l—]+ In2

_

x=1n <

c=0.5(a+b) c=0.5(a+b)

yi=f(a)
y3=f(c) \

b=c |
a=c [

ho
yox
y3=0 yox
ho
c=a
Sokil 3.12

83.1. misal 1-do xsin(x)—1=0 toliyinin kdklerinin ayrilmasina baxdiq. Bu kdoklarden biri

Y >

'

[0.8,1.3] parcasinda yerlosir. Tonliyin bu pargada yerlogon kokiinii 0.001 daqiqlikls tapagq.

Mathcad sisteminde tortib olunmus hesabat blokunda iterasiyalarin sayr ve her bir

iterasiyada, parganin iiclarinda ve orta noqtesinde Xxsin(x)—1 ifadesinin qiymsti, tonliyin

kokiiniin yerlosdiyi parganin uzunlugu aks olunmusdur. 9-cu iterasiyada par¢anin uzunlugu

tolob olunan daqiqlikden kigik oldugundan [1.1134766,1.1144531] pargasinda yerlason hor

bir adad tonliyin teleb olunan daqiqlikle kokiidiir.
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=" Mathcad lNpode ccHoHansHan eepcHA - [parca]

| Pardn MNpaexa MpocwoTp BoTaeka dopMaTHpoBadve MaTemaT)
D= & &Y 9
| Mormal j |.-'1'-.rial j | 10

iz =2 situx) — 1

[tk — & — inle))
1ngZ)

f(a) - f(h) = —0.1076476
fa) - fle) = 00380119
a=1.05 =13
f(a) - f(h) = —0.0225356
f(a) - f{c) = —00075076
a=1.053 ho=1.173

fra) - £k = —0.0075076

fea) - fih) = —0.0000544

a=08

bh=13 =:=0001

fn = 2957843

c=05 a+ h)
b=«
h—a=0125

co=03 (a+ 1l

3 fra) - fc) = 00002053 a=c
a=11125 b=1.175 b - a=00625
fra) - f(h) = —0.0001937 ci=035 fa+Hh
4 fra) - frd) = —0.0000544 bi=c
a=11125 b = 1.14375 b — a=003125

c=03 ra+ 1

5 fre) - fre) = —0.0000446 bi=¢c
a=11125 b=1128125 b — a=0015825
() - () = ~0.0000446 c=05-(a+h)
6 f(s) - f(c) = —0.0000197 b=
a= 11125 b=11203125  b-a=00073125
() - () = ~0.0000197 c=05-(a+h)
7 f(a) - f(c) = —0.0000072 b=
a= L1125 b= 11164063 b - a = 0.0030063
() - () = ~0.0000072 c=05-(a+h)
3 f(a) - f(c) = ~0.0000009 b=
a=1.1123 b= 11144531 b— a=00019531
f(a) - (k) = -0.0000003 c=05 (a+Hh
9 f{a) - fc) = 00000022 a=o
a=11134766 b =11144531 b - a = 00009766
(&) = —0.0009452 f(s) = 0.0004111
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Tortib olunmus hesabat blokundan istifade ederok tenliyin diger koklerini telab

olunan doaqiqlikle tapmagq olar.

Voatorlor (kasonlor) iisulu

Bozi adabiyyatlarda bu iisul “xatti interpolyasiya®”, “miitanasib hisselor* kimi adlarla

verilir. Usulun mahiyyeti (1) tenliyinin kokiiniin ayrildig1 [a, b] parcasinda  f(X)

funksiyasinin grafikinin onu geren veterle evez odunmasi, funksiya qrafikinin 0X oxu ilo

kosisme ndqtesi evezine, veterin 0x oxu ile kesisme noqtesini tapmaqla tenliyin X~ kokiine

yaxinlagsmalarin qurulmasindan ibaratdir. Cokilen vater pargani iki hisseye boliir. Tenliyin

kokiiniin yerlosdiyi parcanin miieyyon olunmasinda funksiyanin birinci ve ikinci tortib

toromalarinin isaresindon istifade olunur.

1. f'(x)=* f"(X)>0 halina baxaq (sekil 3.8 vo 3.9). A(a, f(a)) \C) B(b, f(b))
ndqtelerinden kegon diiz xattin tenliyini yazagq.

y—f(a) _Xx-a

f(b)-f(a) b-a

(6)

Bu diiz xattin 0X oxu ilo kesismo ndqtesini tapmaq ii¢iin (6)-da y=0 yazaq. Voterlo 0x

oxunun kesisme ndqtesi ticlin asagidaki diisturu alariq.

_,_f@b-a)

! f(b) - f(a)

A

Sokil 3.13
Tonliyin kokii [x,,b] par¢asinda yerlosocok (sokil 3.13). A1(le f(Xl)) \C) B(b, f(b))

ndqtelerinden kegon diiz xattin 0X oxu ile kesismoe ndqtesi X, asagidaki diisturla tapilar.
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T f) - f(x)
Tenliyin kokii [x,,b] parcasinda yerlogocok. Bu prosesi davam etdirsek {imumi halda N+1-ci

yaxinlagma ti¢lin

- X — f(Xn)(b_Xn)

Xn+1 — %n f(b) . f(Xn) (7)

diisturunu alariq. Neticade bir ucu deyismeyen [a,b] > [x,b]5[X,,b]>...2[X,.1,b] parcalar
ardicilligin alarigq. {Xn} ardicilligi monoton artan ve yuxaridan tenliyin X~ kokii
a=<X <X, <X; <...<X, <X <b

ilo mehdud oldugundan bu ardicilligin limiti var: limx, =x"

2. f'(x)= f"(X)—<0 halina baxaq (sekil 3.10 vo 3.11). A(a, f(a)) \C) B(b, f(b))
ndqtalerinden kegon diiz xattin tenliyini yazagq.

y—f() _x-b
f(a)—f(b) a-b

Bu diiz xattin 0X oxu ile kesigme ndqtesini tapagq.

_,_ (06—

! f(b) - f(a)

¥

Sokil 3.14
Tonliyin kokii [a, Xl] parcasinda yerlosocak (sokil 3.14). Birinci halda oldugu kimi

prosesi davam etdirsek timumi halda N -ci yaxinlagma tigiin
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=4y a8 ) ®
@ - (x,.)

diisturunu alariq. Neticoede bir ucu deyismayen [a, b] ) [a, X1] ) [a, XZ]D D [a, Xn] pargalar

ardicilligin alarigq. {Xn} ardicillig1 monomton azalan ve asagidan tenliyin X~ kokii
a<X <X, <..<X3 <X, <X <b

ilo mehdud oldugundan bu ardicilligin limiti var: limx, =x"

N>0

Tonliyin kokiinliin daxil oldugu parcanin deyismayen ucunun (terpenmaz uc,
torponmaz ndqte) mileyyon olunmasi ilo hesabat diisturlari segilir. Yuxarida parganin
deyigmayoen ucunu birinci vo ikinci tortib toromalarinin isarslerinin eyni olmasi ile miloyyon
etdik. Daha sade yolla bu miioyyen oluna biler. ©gar par¢anin » ucunda funksiyanin isaresi
ilo ikinci tortib toremonin isaresi list-listo diiserse, iterasiya prosesinds par¢anin bu ucu

dayigsmir. Bu halda hesabatlar (7) diisturu ils, oks halda ise (8) diisturu ilo apartlir.

Bu tiisuldan tenliyin kokiiniin ayrildigi [a, b] par¢asinda f’'(x) funksiyasinin en bdyiik
(M) vo on kigik (m) giymetlori arsainda M <2m serti 6dendikde istifade olunur. [a, b]
parcasinda f "(x) funksiyasinin igaresi sabit oldugundan f '(X) funksiyasi en boyiik ve on kigik

qiymetini parganin uclarinda alacaqdir. Isbat olunmusdur ki, M < 2m serti ddendikde

X" =X,

<[%, = X,4| <&
sorti 6denir. Demali, (7) ve ya (8) diisturlar1 ilo hesabatlar apararaq, {Xn} ardicilliginin iki

ardicil haddinin forqinin miitleq qiymsati teleb olunan & daqiqliyinden kicik oldugda hesabat

prosesini saxlamaq olar. Bu zaman N-ci yaxinlasmanin X, qiymeti (1) tenliyinin &

daqiqlikle toqribi kokiidiir. Vetorler tlisulu ilo toqribi kokiin tapilmasi tiglin hesabat blok
sxemi gokil 3.15-do verilmisdir.

Misal. 83.2.1-do xsin(X)—1=0 tonliyinin kokii parcani yartya bolme {iisulu ilo
daqiqlosdirildi. Veterler tisulu ile teqribi kokiin deqiqlesdirilmasi li¢iin pargani yartya bolmae
iisulunda teleb olunmayan olave sortlor ddenmslidir. Birinci ndvbade tenliyin kokiiniin

ayrildig1 elo parca miioyyon olunmalidir ki, f(x) = xsin(x)—1 funksiyasinin birinci tertib

toromosinin bu par¢ada on kigik ve on boyiik giymetleri arasinda M <2m sorti 6densin.
Belo par¢a miioyen olunduqdan sonra parcanin terpenmez ucu miieyyen olunmalidir.
Mathcad sisteminde funksiyanin birinci vo ikinci tortib téromsleri {iglin analitik ifadeler

taptlmis, onlarin qgrafikleri qurulmusdur. [1.113 ,1.1142 | parcasinda funksiyanin birinci

vo ikinci tortib toremslori 6z isarelarini sabit saxlayir. Demali, baxilan parcada funksiyanin
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birinci tortib toremasi monotondur. Onda funksiyanin birinci tertib téremasi on kigik (m) ve
on boyiik (M) giymsatini par¢anin iiclarinda alir. Mathcad sisteminds tortib olunmus hesabat
blokunda funksiyanin toremslorinin analitik ifadsleri, baxilan par¢anin uclarinda

funksiayanin ve toremalarinin qiymstlori verilmisdir.

%xf(x) = i) + % cos(H)

& o ik :
Ef’(x} —2-cos(¥) - x-siny) fli dxf(xj B3 = % )

% o=11142 a=1113 b=11142
fla) = 0001607126364 i) = 0000059523051
fl(a) = 1388943045211 fl(ty = 1388804315597

fila) = -0.1144450361 56 filt = -0.1182681 80224

Bu qgiymetlora gore par¢anin @ ucunda funksiyanin vo ikinci tortib toromonin isarosi
ist-listo diisiir. Demsli parcanin @ wucu vetorler iisulunda deyigsmayoacokdir. Par¢anin
uclarinda birinci tertib téremenin giymetleri M <2M  sortini 6doyir. Bu ise veterler
tisulunda iki ardicil iterasiya nsticelerine goro telob olunan doaqiqlikle teqribi kokiin
tapilmasina inkan verir. Mathcad miihitinds tertib olunmus fragmentds sifirinci yaxinlasma
kimi par¢anin b ucu gotiiriilmiisdiir. Hor bir iterasiyada f(x) funksiyasinin giymsti (t),

votorler isulu ile hesabat (x) vo iki ardicil iterasiya qiymatlorinin forqini (y) miioyyon etmak

ticlin dovr qurulmusdur.

Rl a=1103 b=1114 fl4) = 0001607126364
g =iz T=y-t fi't = 0.000039323051
n=1.3
Xn ] xn - flxn | . ﬂ
-y
=iy
T = % %l
+
11142 0.000039523051 00012
LI415T1489% 0.0000000022 00004283704
I= t = =
1114157140872 0 ! 0000000002088
1114157140872 0 el
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Alinmis naticelerden goriiniir ki, 2-ci iterasiyada iki ardicil toqribi kokiin qiymetler forqi

0.0000000088-0 boraberdir. Demali x=1.114157140872 verilon tonliyin 0.00000001

daqiqlikle teqribi kokiidiir.
Votorlor
( usulu )

c=b, c=a, x=b

f (x)( c-x)
WCEC) (c)-/(x)

JU
Coon

Sokil 3.15

Toxunanlar (Nyuton) iisulu
Tutaq ki, (1) tenliyinin koki [a, b] pargasinda ayrilmisdir. Bu parcada f'(x) vo f "(X)
funksiyalar1 isarelerini sabit saxlamagqla kesilmazdirler. Toxunanlar {isulunun mahiyyeti (1)
tenliyinin kokiiniin ayrildigi [a,b] pargasinda f(x) funksiyasmin qgrafikinin ona par¢anin

uclarinin birinden ¢okilon toxunanla evez odunmasi, funksiya grafikinin 0X oxu ilo kesismo
ndqtesi evezine toxunanmn 0X oxu ilo kesisme ndqtesini tapmaqla, tenliyin X kokiine

yaxinlagmalarin qurulmasindan ibarstdir. Bu toxunan [a,b] parcasini iki hisseye boliir.

Tonliyin kokiiniin yerlosdiyi parga funksiyanin birinci ve ikinci tortib téremslarinin isarasi

ilo miioyyon olunur. (1) tonliyinin kdklarinin ayrilmasinda dord hala baxmisdiq.
f(a)<0,f(b)>0 I f(a)>0,f(b)=<0
f'(x)>0,f"(x)>=0 f'(x)<0,f"(x)<0
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f(a) <0, f(b) >0 . F@=0f({)=<0

1L .
f/(x) =0, f"(x) <0 f/(x) <0, f"(x) = 0

1-ci vo 2-ci hallardan birine baxmaq kifaysatdir. Ona gore ki, 2-ci haldaki sertleri 1-ci
haldaki sertleri -1-s vurmagqla almagq olar (sokil 3.8 ve3.9). Eyni naticeni 3-cii ve 4-cii hallara

aid etmok olar. Diger torofden 1-ci vo 2-ci hallarda f'(x)* f "(X) >0, 3-cli vo 4-cii hallarda
iso f'(x)* f"(x)<0 sortlori 6denir (Sokil 3.10 ve 3.11).

I f'(x)=*f "(X) > 0 sorti 6denan hallardan birincisine baxaq. Sekil 3.16-dan goriiniir
ki, A(a, f(a)) ndqtesinde ¢okilon toxunan [a,b] pargasinin daxili ndqtesinde 0X oxunu
kosmir. B(b, f(b)) noqtesinde y = f(x) funksiyasinin grafikine ¢okilon toxunan iso [a, b]
parc¢asinin daxili ndqtesinde 0X oxunu koasir. Demsli, B(b, f(b)) noqtesinds ¢okilen toxunan
[a, b] pargasini iki hissoye bolacekdir. Bu ndqteds toxunanin tonliyini yazaq vo 0X oxu ilo
kosigsma noqtesini tapagq.

Y= 1B)+ () 1)y =0, -0} ©

B

AY

"X

Sokil 3.16

Tonliyin kokii [a,x,] parcasinda yerlosocok. B,(x,, f (x,)) noqtesinde toxunan ¢okek

vo 0x oxu ile kesisme ndqtesini tapaq

Bu prosesi davam etdirsak
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yaxinlagmalarini alariq. Bu yaxinlagmalar tenliyin kokiinlin yerlosdiyi par¢anin bir ucunu

miieyyen edir: [a, X, ] Noticodo {Xn} toqribi koklar ardicilligint alariq.

a<X <X, <..<X; <X, <% <b
Bu ardicilliq monoton azalan vo asagidan tenliyin X~ kokii ile mehdud oldugundan onun
limiti var: limx, =x".

I 1 f'(x)* f"(X)—<0 sorti 0donon hallardan birincisine baxaq. Sekil 3.17-den

goriiniir ki, B(b, f(b)) ndqtesinds ¢akilen toxunan [a, b] parcasinin daxili ndqtesinde 0OX

oxunu kesmir. A(a, f(a))ndqtesinde y = f(X) funksiyasmin grafikine ¢okilen toxunan ise
[a, b] pargasinin daxili néqtesinde 0X oxunu kesir. Demoli, A(a, f (a)) ndqtesinde ¢okilen

toxunan [a, b] pargasini iki hissoye bolacakdir. Bu ndqteds toxunanin tenliyini yazaq ve 0X

oxu ile kesisma noqtosini tapaq.

y= fa)r(x-a)+ fla) y=0= x —a- 12 (10

AY

"><

Sokil 3.17

Tonliyin kokii [Xl,b] pargasinda yerlogocok. A (x,, f(x,)) ndqtesinde toxunan ¢okok
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vo 0X oxu ile kesisme ndqtesini tapaq.

Bu prosesi davam etdirsak

f(X,) (11)

yaxinlasmalar1 tonliyin X" kokiiniin yerlosdiyi [Xn,b] parcasinin bir ucunu miisyyen edacak.
Noticads {Xn} toqribi
A<X <X, <Xy <-+=<X, <X <b

koklor ardicilligmi alariq. Bu ardicilliq monoton artan ve yuxaridan tenliyin X~ kokii ile

mohdud oldugundan onun limiti var: limx, =x".

Goriindiiyli kimi vetorlar iisulunda oldugu kimi bu tisulda da tonliyin kokiiniin daxil
oldugu parcanin bir ucu iterasiya prosesindoe deyismir (terpenmaz uc, terpenmaz ndqto).

Toxunanlar iisulunda parcanin toxunan c¢okilacok ucunun miieyyen olunmast ilo
hesabat diisturlar1 segilir. Arasdirilan hallarda pargada funksiyanin birinci ve ikinci tortib
toremslorinin igarslorinin eyni oldugu ucda toxunan ¢okdik. Bu basqa yolla da miioyyen
oluna biler. ©gor par¢anin ucunda funksiyanin isarosi ile ikinci tortib tdromenin isarasi iist-
iisto diisorso parcanmn bu ucunda funksiya qrafikine toxunan ¢okilmelidir. iterasiya
prosesindo ise tonliyin kokiinlin yerlosdiyi par¢anin diger ucu doyismayacokdir. Demsli
f(a)* f"(x)~0 olduqda tenliyin deqiq kokiine birinci yaxmlagma (10) diisturu i,
f(b) = f”(x)> 0 oldugda ise birinci yaxinlasma (9) diisturu ile hesablanmali ve sonraki
iterasiyalar (11) diisturu ile aparilmalidir. iterasiya prosesinde xotanin giymsetlondirilmesine
baxagq.

Tutaq ki, f(x) funksiyasi [a,b] par¢asinda diferensiallanandir. Laqranj teoremine
gére 30 e|a,b] tapmaq olar ki,
f(x)-f(x*)=f'(0)(x-x")

sorti 6donsin. f(X)#0, f'(€) #0 oldugunu nezors alaq.

Y . e f09
f(x)=f'(0)(x—x")=x—x =110

‘ f '(X) funksiyasinin [a, b] par¢asinda an kigik qiymatini m= min\ f '(X] isaro edak.
Onda
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1f00_|f(0)
Tite) S m

sortini alariq. Demsli har bir iterasiyada

), "

sotini yoxlamaqla (1) tenliyinin & daqiqlikle X, teqribi kokiinii tapa bilerik. Votorler
tisulunda oldugu kimi (12) sertinden [a, b] parcasinda f'(X) funksiyasinin on boyik (M) ve

on kicik (m) giymetleri arsainda M <2m serti ddondikde istifade olunur. Toxunanlar iisulu

ilo hesabat blok sxemini tortib edok (sokil 3.18).

oxunanlar
Usulu

.Y

(e
G,

@

So kil

§3.2.2-do holl edilmis misali toxunanlar tisulu ile hoall edok. [1.113 ,1.1142 ]
parcasimnin @ =1.113 ucu terpenmsz oldugundan bu ucda funksiya qrafikine toxunan ¢okek
vo sifirinci yaxinlagma kimi X, =1.113 gétiirok. Mathcad sistemindo toxunanlar {isulu ilo

hall {igiin hesabat bloku asagida verilmisdir. Hor bir iterasiyada tonliyin toqribi koki,
funksiyanin qiymsti ve iki ardicil iterasiya naticelorinin forqi siitun vektoru sokilinde oks

olunmusdur.



@ tan Mpaeka MpocwoTp Bcraeka dopMaTWpoBaHke  MaTemaTtka CHMBEOnMka OkhHo o Momows

Ded &V e = > A oz - @ e
Namal || il ~ln ~|B I U ===z
a=1113 t= 11142 = 1113 .
" ty = flx)
ft4) = -0 0016071263643 () = 0.00005052305061
fl{a) = 133204304521081 fl(k) = 1.32830431559739
fa(d) = -0.11444802615609 £2(k) = -0.11326812022434
n=1.3
gy Fly )
=il
1 {21
by = Yn = Xy ]
L 00016071 263643 0
5y LALHISIRSITR , _ | ~000000007743603 0.0011570851148
1.11415714087193 = ; P ey
1.11415714027193 ; i

Alinmig naticelorden goriiniir ki, 2-ci iterasiyada iki ardicil teqribi kokiin qiymatloer
forqi 0.0000000557-0 berabardir. Demsli, x=1.11415714087193 verilon tenliyin 0.00000001
daqiqlikle toqribi kokiidiir. Tertib olunmus hesabat bloklarindan istifade edersk miixtolif

misallar1 toxunanlar Usulu ile hall etmak olar.

Votorlor vo toxunanlar iisullarinin kombinasiyasi
Bu iisul bezi adebiyyatlarda qarisiq tsul adi ile verilir. Veterlor ve toxunanlar
iisullarinda teqribi kokiin xetasinin qiymsetlendirilmasi ii¢lin ele parca toleb olunur ki,
funksiyanin birinci tertib tdremasinin tonliyin kokiiniin ayrildigi parcada en bdyiik (M) ve an
kicik (m) giymetlori arasinda M <2m sorti 6densin. Bu ise vetorler ve toxunanlar iisulunun
totbiqi liclin ovvealcedon miixtalif iisullarla parcanin miioyyon olunmasini teleb edir vo
miioyyen ¢otinliklor yaradir. Ona gorede praktikada bu dsullarin her ikisine osaslanan

kombina iisulundan istifade edirlor. Bu iisulda teqribi kokiin giymstlondirilmasi parcanin
yariya boliinmesi isulunda oldugu kimi tenliyin X~ kokiiniin yerlosdiyi parganin uzunlugu

ilo miioyyen olunur. Bu iisulun mahiyysti tenliyin kokiiniin ayrildig1 parada X~ kokiine bir
torofinden veterlor, diger terefden ise toxunanlar {isuluna osaslanaraq iterasiyalarin
qurulmas1 ile tenliyin kokiiniin yerlosdiyi par¢anin uzunlugunun toeleb olunan &
daqiqliyinden kigik olana gader davam etdirilmasinden ibarsatdir. Vetarlor ve toxunanlar

tisullarinda oldugu kimi bu tisuldada iki hala baxacagiq.
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Tutaq ki, (1) tonliyinin kokii [a, b] pargasinda ayrilmisdir (sokil 3.17).
1-ci hal. f'(x)* f"(X)—< 0 sortlori 6donir (sokil 3.10 ve 3.11). Birinci iterasiyada

parganin &, ucu toxunanlar Gisulu ile, 0, ucu ise veterler iisulu ile miieyyen olunmalidir

(sokil 3.19). A

¥

a, =a-

_, (06—

1 f(b)—f(a)

Umumi halda ise asagidaki

diisturlarla iterasiyalar aparilir. 0

L ia)
TR )

. f (bn—l)(a — bn—l)
R {CVER (N Sokil 3.19

2-ci hal. f'(x)* f"(X)> 0 (sokil 3.8 vo 3.9). Bu halda birinci iterasiyada tenliyin

kokiiniin yerlosdiyi parganin @; ucu vatorler, b1 ucu iso tsulu toxunanlar iisulu ilo mileyyen

olunmalidir (sokil 3.20).

A

F
f(a)(b—a)
1= a——
f(b)- f(a)
f
18
0
Umumi  halda ise  asagidaki
diisturlarla itera-siyalar aparilir.
a _ f(fn—l)(b_an—l)
‘Yn T %na
f(b)-f(a,,)
f(b,_
b, =b, ; - 100) _z34,.... Sokil 3.20.

t'(n,,)

Tonliyin X" kokii N-ci yaxinlasmada [an,bn] parcasinda yerlosocokdir. \an —bn‘ <&

sorti 6dondikde VX €(a,,b, | qiymeti (1) tenliyinin € degiqlikle teqribi kékiidiir. Praktikada

(1) tenliyinin & daqiqlikle toqribi kokii kimi
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_a,+b,
2

gotiirtiliir. Kombins iisulunun hesabat blok sxemini gokil 3.21-do verilmisdir.
Kombina
( Usulu )

ab,&

=

ba—bb =a. =a,a,=a,b,=b.

_fla)
A7)

(NI,
ALY

a1 =a2
b1 :bZ

x=—t5=

Sokil 3.21
83.2.2 vo 83.2.3-do Mathcad sistemindo tortib olunmus hesabat bloklarini
birlesdirsek, tenliyin kombins iisulu ils teqribi kokiiniin teleb olunan daqiqlikle tapilmasini

yerind yetiro bilorik.

4-cii movzu Iterasiya iisulu
Bu iisul tetbiq sahslorine gore avvalki lisullardan daha genisdir. Bu tisuldan geyri-

xotti tonliklerin, xatti vo qeyri-xatti tonlikler sisteminin, diferensial ve inteqral tonliklerin



hellinde istifade olunur. Vatorlor ve toxunanlar iisullar1 da iterasiya iisullaridir. Bu {isulun
mahiyyati kokii [a, b] parcasinda ayrilmis (1) tonliyini

x=g(x) (13)
kanonik sokiline getirmak, (1) tenliyinin avezine (13) tenliyinden istifade ederak, qeyd
olunmus X, € [a, b] birinci yaxinlagmasina gore X, = (D(Xl) yaxinlagmasini, imumi halda ise
(1) elacads (13) tenliyin kdkiine yigilan

Xy = 0l(%,,) (14)

ardicilliginin qurulmasindan ibaratdir. Kasenler tisulunda (8) diisturunda

_ _ f (anl)(a B Xn—l)
(p(xn—l) - Xn—l f (a) . f(Xn,l) (15)

ovozlomasi aparsaq (14) diisturunu alariq. Eleceds toxunanlar tisulunda (11) diisturunda

f(X)

@(Xo1)= Xy — m (16)

ovozlomasi aparsaq, (14) disturunu alariq. (,D(X) funksiyas1 (15) ve (16) diisturlar1 ile

miioyyon olunduqda (14) miinasibati ilo miioyyon olunan {Xn} ardicilligi monoton ( artan vo
ya azalan), mehdud (yuxaridan vo ya asagidan) oldugundan yigilandir. Bu ardicilligin limiti
(1) elocedo (13) tonliyinin kokiidiir. (1) tenliyini miixtelif yollarla (13) tenliyine gatirmek
olar. Mosolon,

, x3+1
X°=3Xx+1=0=>x=

= qol(x) voya Xx=3%3x-1 :goz(x)

Buradan bels bir sual ¢ixir. (14) miinasibati ilo miisyyen olunan ardicilligin yigilan
olmasi (,D(X) funksiyasindan asilidirmi1? Bu ardicilligin limiti (13) tonliyini 6deyacekmi?

(14) miinasibatinin her torafinin N —> 00 sorti ilo limitini tapaq vo go(x) funksiyasinin
kaslmoaz oldugunu nazers alaq:

limx, =limp(x, ;)= x" =g(x')

Demsli (14) miinasibsati ilo miieyyen olunan ardicilligin limiti (13) eloceds (1)
tonliyini 6doyecokdir. {Xn} ardicilliginin (p(X) funksiyasindan asili olaraq yigilan vo ya
dagilan olmasint miisyyen etmak ii¢iin iterasiya tisulunun handesi menasini aydinlagdiraq.
Aydmdir ki, (1) eleceds (13) tenliyinin X" koki Y=X ve y :qo(x) funksiyalarinin

grafiklerinin kasisma ndqtelerinin absisidir (sokil 3.22 a,b,c,d).
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y y
(o(x)N’<M’ y=pe Mo N,
; M N,
N Ll > !
: M, A AN
: 3 =P
""" M, N1<M
: : i i
X X X X X X% X X X X
a) b)
y yt ke | SRR
M_ 4
5 Mo
‘ A N,
Mmoo .:N,
. : : ?
N2 NM
N3 ----- _(,IW:,.
X :*
c) d)
Sokil 3.22.

Tonliyin kokiinlin ayrildig [a,b] parcasinda X; birinci yaxinlagmani gotiiriib, y:(D(X)
funksiyasinin qrafiki {izerinde Ml(xl’(p(xl)) noqtesini qeyd edok (sokil 3.22 a,b,c,d). Bu

noqteden OX oxuna paralel diiz xott ¢oksek, Y =X diix xotti ilo kesisme ndqtesinin
koordinatlart N, (p(x,),@(x)) olar. x,=g¢(x,) isarelomesi aparib, Nl(Xz,Xz) ndqtesinden
saquli diiz xott ¢coksek, bu diiz xattin Yy = (p(X) funksiyasinin qrafiki ile kesisme ndqtesinin

koordinatlart M, (x,,¢(X,)) olar. Yeno do |\/|2(X2,(p(X2 )) noqtesinden OX oxuna paralel diiz

xott ¢oksok, Y =X diix xotti ilo kesisme ndqtesinin koordinatlart N, (p(x,),¢(x,)) olar.
Xq =(0(X2) isarelomasi aparib, N2(X3,X3) noqtesinden saquli diiz xott ¢okib y:(p(X)
funksiyasinin qrafiki ile kesisme noqtesini Mg(Xg,go(X3 )) tapa bilerik. Bu qayda ile prosesi
davam etdirsek, Y= (p(X) funksiyasinin qrafiki {izerinde absisloeri uygun olaraq

X1y Xy X340y Xpyeee Olan M, M, , M ,,..., M ... noqgteler ardicilligini alariq. Belsliklo
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(sokil 3.22 a,b) topsleri ndvbe ilo gah y=g0(x), gahda Y =X funksiyalarmin grafiklori

tizorindo yerloson, toroflori iso iifqi ve ya saquli olan siniq xottin absisleri X;,(i=12,3,...)
olan tepe noqtaleri ile (13) tenliyinin X" kokiine yaxinlagmani aliriq. Baxilan halda (sokil
3.22 a,b) {Xn} ardicilligi yigilandir. Sekil 3.22 ¢,d hallarinda ise oksine, absislori
X;,(1=123,...) olan tepe noqteleri ilo (13) tenliyinin X" kokiinden uzaqlasmani aliriq. Bu

halda (sekil 3.22 ¢,d) {Xn} ardicillig1 dagilandir. Sokil 3.22 a,c hallarinda siniq xstt pillovari,

Sekil 3.22 b,d hallarinda ise spiralvari adlanir. Bu deyilenlor iterasiya tisulunun hondesi
moenasidir. Buradan goriiniir ki, X, = (D(Xn_l) diisturu ile alinan {Xn} ardicilliginin yigilan ve
ya dagilan olmasi y:go(x) funksiyasindan asilidir. Baxilan hallarda {Xn} ardicilligt
haqqinda milahizoni Y = (,D(X) funksiyasinin sxematik qurulmus qrafikine gore miisyyon

etdik. Praktikada y=(p(X) funksiyasinin qrafikine gore X, :(D(Xn_l) ardicilliginin yigilan

olmasini miloyyon etmok magsadouygun deyil vo oksor hallarda basqa iisullardan istifade

olunur.

Sixan inikas

Tutaq ki, [a,b] pargasinda koasilmaz olan y=(0(X) funksiyast verilmisdir. Bu
parcadan goétiiriilmiis ixtiyari X, noqtesine ordinat oxunda Y, =(0(X0) ndqtesi uygundur ve
Yo noqtesi X, ndqtesinin obrazi adlanir. Isbat etmok olar ki, Y = (,D(X) funksiyasi kesilmoaz
olduqda [a, b] parcasimnin obrazi da parcadir. y=(p(x) monoton artan olduqda, [a, b]
parcasinin obrazi [(p(a),([)(b)], monoton azalan olduqda ise [qo(b),qo(a)] parcast olar. Ola
biler ki, [a, b] parcasinin obrazi olan [al,bl] pargasi, [a, b] par¢ainin bir hissasi olsun.
Masolen, Y =3/x+1 funksiyasi [1,8] pargasini [2,3] pargasina inikas edir. [2,3] [1,8].

Aydindir ki, y=(,0(X) funksiyast [a,,b] pargasimi onun bir hissesi olan

[a,.b,][a,,b, ] parasina inikas etdirecokdir. Bu prosesi davam etdirsok

[a’b]D[ai’bl]D[aZ’bZ]D'”D[an’bn]D'” (17)

pargalar ardiciligimi alariq. Burada her bir [a,,b] pargast [aifl,bifl] pargasinin y:(p(X)

funksiyast ilo inikasidir. Bu prosesi sonsuz davam etdirdikds, ya biitiin [an . bn] parcalarinda
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yerloson [a*,b*] pargasini, ya da biitiin pargalarm ortaq ndqtesi olan X~ ndqtesini alariq.
Sonuncu halda [an,bn] pargalar sisteminin X" noqtesine ¢evrilmosini izah etmak ii¢iin sixan

inikas anlayisin1 verak. ©gor (,D(X) funksiyasi ile inikas zamani iki ndqte arasinda masafeo m
(m>1) dofo kigilorse , onda bu inikas sixan inikas adlanir. Yeni elo bir q(0<q<1) oadodi
tapmaq miimkiinse ki, VX, X, €[a,b] ii¢iin ¢ = o(x,),d = p(x,) oldugda

[c—d|=lp(x)-e(x.) <dx —x|=[c.d]=[x, %] (18)
sorti 6densin, onda deyirler ki, Yy = (D(X) funksiyasi ile yerine yitirilen inikas sixan inikasdir.

Bu deyilenlari nazorse alsaq, (,D(X) inikas1 ilo almman (17) pargalar sistemi {igiin asagidaki
qiymatlondirmani apara bilorik.
la, —b,|<da,, —b,4|<d’a, , —b,,|<....<q"|a—h]

0<q<1 oldugunu nazors alsaq limq" =0 olar.

nN—0o0

Bu ise o demokdir ki, [a,,b,]| parcalarmin uzunlugu N—0 olduqda sifira beraber
olur, yoni par¢a ndqtoys ¢evrilir. Bu ndqte terpenmaz ndqte adlanir.
Teorem. Tutaq ki, Yy :(D(X) funksiyasi [a,b] parcasinda keasilmez vo

diferensiallanandir vo pargada VX e [a,b] liclin

p'(x)<g=<1 (19)

sorti 6denir. Onda [a, b] parcasmin Y = (p(X) funksiyasi ilo inikas1 sixandir.

Isbati. Lagranj teoremine gore VX, X, € [a, b] liclin 3C e [a, b] tapmagq olar ki,

lolx,)—(x,) =¢/(c)x, — x|

sorti ddener. (19) —a gore \qo'(X)( <g<l= (D'(C] <=1 oldugunu nezers alsaq (18) sertini

alariq. Demali y = (p(x) funksiyasi ile yerins yetirilon inikas sixan inikasdir.

Teorem isbat olundu.

Iterasiya iisulunun y1gilmasi

Teorem. Tutaq ki, asagidaki sortlor 6denir.

1.Yy= (,D(X) funksiyasi [a, b] parcasinda kesilmez ve diferensiallanandir.
2. Vx € [a,b] igiin elo bir (0<q<1) adodi var ki, |@'(X) < 0 <1 sorti 5donir.

3. X, = (P(Xn_l) ardicilliginin biitiin hadleri [a,b] pargasinda yerlosir.
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Onda VX; € [a,b] baslangic yaxinlagmasi ii¢iin {Xn} ardicilliginin limiti var ve bu limit
(13) tonliyinin kokiidiir.
Hm&:fva%=dﬁ)

Isbati. Teoremin 1 ve 2 sertlorinden gériiniir ki, y = (D(X) funksiyasi1 sixan inikasdir.

Teoremin gortlorini nazers alib, {Xn} ardicilliginin iki haddinin farqini qiymatlondirek:
‘Xn+k - Xn‘ = ‘qD(XnJrk—l)_@(Xn—lx < q‘XnJrk—l - Xn—l‘ = q‘@(xmk—z )_ @(Xn—zx <

<O X o = X a| oo Q"X =X S Q"X = K| X, = X = 2]

n
< q”ﬂxl = Xo| A%, = Xo| + A%, = Xo| ..+ G [x, _XO‘]:E—q‘Xl =X

Noticodo

n

D=l S X 20

borabersizliyini alariq. Demoli VX, € [a, b] liglin ‘Xl - Xo‘ forqinin sonlu, limq" =0
n—w

oldugunu nazors alsaq {Xn} ardicilligr fundamentaldir vo onun limiti var.

limx, =x"

n—w

Tutaq ki, (13) tenliyinin iki kokii var. X',y onda
-yl ol -y

sortinde 0 <1 oldugunu nezers alsaqg X" =Y" olar. Demali (13) tenliyinin kokii yeganadir.

Belsliklo (13) tonliyinin X" kokiiniin tapilmasi mosslosi, (,D(X) inikasimn X" torpenmaz

ndqtesinin tapilmasina gatirilir.

Iterasiya iisulundan istifadonin iimumi sxemi

Bilirik ki, (1) tenliyini miixtalif tsullarla (13) tenliyine, yoni kanonik sokle gatirile

biler. lterasiya iisulundan istifade {iigiin  (19) serti 6denmselidir. (,D(X) funksiyasinin

secilmasine baxaq.

f(X)=0=-A*xf(X)=0=>x=x-A*f(X) = @(X) =x—-A* f(X)

A parametrini elo segok ki, (19) sorti ddensin.
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(0'(X) =1-A* f'(X) oldugundan (19) sertine gore

(x| <qg=-g<¢(x)sg=>-q<l-A*f(x)<q (21)
Farz edok ki, [a, b] pargasinda (1) tenliyinin koki ayrilmisdir. Bu par¢ada f '(X) kosilmoaz

olmagqla isaresini sabit saxlayir ( f '(X) >0). [a, b] pargasinda f '(X) funksiyasinin on boyliik

vo on ki¢ik qiymetini M ve m isaro edib, 1— A * f'(X) ifadesini qiymotlondirok.

1-AM <1- A% f'(x)<1-Am (22)
(21) vo (22) miinasibatlorini miiqayise etsak
1-A*M =—(q
1-A*m=q

tonliklor sistemnden A ve Qiiciin asagidak: diisturlari alariq.

2 ~M-m

/’L: ’q_
M +m M +m

A parametrinin bu diisturla tapilmis qiymetinde (,D(X) funksiyasi (19) sertini 6deyocokdir.
Misal 1. sin(x) —xcos(x) =0 tenliyinin [1.257[,1.757[] parcasinda ayrilmis kokiiniin
iterasiya tisulu ile tapilmasi {igiin kanonik sekle gotirin.
f'(x) = xsin(x)
funksiyasi [1.2571' ,1.7571'] parcasinda f '(X)< 0 oldugu {igiin verilon tenliyin ovezine
X €coS(X) —sin (X) =0 tonliyinin halline baxaq. Bu halda

f'(x) =—xsin(x) >0

olar.

m= min_f(x)= 5742 M= max f'(x)= 72y

xe[1.257,1.757 8 xe[1.257,1.757] 8

qiymatlorini nozare alsaq

22 1 2.2 .

A= , ==, olar vo CD(X)=X——(X*COS(X)—SII’](X))

3r 6 3r

funksiyasi
'(x) < % <1

sortini 6deyer. Bu qayda ile se¢ilmis (,D(X) funksiyasi ilo iterasiyalar: qurmaq olar. Mathcad

sisteminde tenliyin toqribi kokiinli tapmaq ticiin hesabat bloku tertib edsk. Bunun {igiin
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avvalco X =l//(X) tonliyinde l//(X) funksiyasi ve baslangic yaxinlagma verilmalidir. Tortib
olunmus hesabat blokunda l//(X) funksiyasi, X; baslangic yaxinlagsmasi vo hesabat {igiin

dovr qurulmusdur. Hesabat naticelarinden goriiniir ki, 4.493409465 tonliyin 107 daqiqlikle
kokiidiir.

. Mathcad NMpogeccnoHanbHan e pcHA - [Ttera.mod]

Eﬂ DaiEn NMpasrxa NMpocrHmoTp EBcTasxa opMaTHpRpOEaHFS MFMaTtTemaTtre
| D= | S E S| & B2 @ > ox | | e
JINDnnm '1Iﬂﬁa _:Jlﬂ] |

o= 2. 14159265 5a W) = X — [2 3£ S x - cosCx) — sit 0
T

=123 - = i=1..15
u}

Oz240704497F
ASB1 7000751
AFasorF3ss
AS004972373
Ag115293498
Ag941 216715
A9312340405
A93430741 2
AY933859099
AY34T1ES2395
A934072022
Ag934101714
AY934092322
A934095293
AY934094353
15 4. 4934094655

2= yrlx_q)

oo~ @ | &k =2O

B | R | R R R ) R | R R R ] | | b R

Misal 2. qo(X) =1+0.5arctg(x) funksiyasinin sixan inikas oldugunu gosterin.

lp(x,)—(x, ) =[L+0.5*arctg (x,)-1-0.5*arctg (x, ) = 0.5 *[arctg (x, ) - arctg (x, )

x, > 0,x, > 0,arctg(x, )—arctg(x, )= arctgM

1+ XX,
Vo arCtQ(X) < X oldugunu nozers alsaq
X, =X X, —X
lp(x,)-o(x,) = 0.5 arctg (ﬁj <0.5% ﬁ <0.5%[x, - X|

Sertinden (,D(X) funksiyasinin sixan inikas oldugu alinir. Demsli X = (,D(X) tonliyini iterasiya

usulu ile hall etmak olar.

Bir ¢ox hallarda teqribi kokiin qiymatlondirilmeasinds iki ardicil iterasiya naticelorinin

forginden istifade olunur. Tutaq ki, X~ , X= (,D(X) tonliyinin kokiidiir ve ‘@'(XX <q <1 serti
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odenir. T (X)=x —Q)(X) gobul edok. Aydmndr ki, f(x")=x" —(p(X*): 0

f'(x)=1-¢'(x)>1-q

Xy =X =[0lx) x| == F0¢) = Fx )~ £(x,] =

=|F(e) *[x = x| = (@-aq)x -x,|=
. 1 1
X =X, < E‘Xnﬂ - Xn‘ :ﬁ‘(ro(xn )_(P(Xn—lx < ﬁ‘xn - Xn—l‘ =
* 1_
X, —X s%\xn — Xy SE= X, =X 4| < el ; a) (23)

Iki ardicil iterasiyada (23) serti dden- @

dikde hesabat prosesini saxlamaq olar

Vo {Xn} ardicilligimin X, haddi (13) ey

tonliyinin &€ doaqiqlikle teqribi kokii-
| _xJ —@f_xa_j

dir.

X, — X

SRR fgiin]

LI .
Sl_qxl X <& L e e/

p TES—

miinasibatinden (23) sortinin 6dendiyi |_I:l g
yaxin-lagsmanin sayini tapa bilarik. TR
¢ \xl—xo\Sg:q“Sw: - T="_|
1-q % =% T
n{'”((l‘q)glr)];'”xl_x"}rl Sokil 3.23.

olar.

Iterasiya iisulu il tenliyin teleb olunan deqiqlikle toqribi kékiiniin tapiimasinin hesabat blok

- sxemi s$okil 3.23 da verilmisdir.

Tapsirlq. Asagidaki tenliklerin kdklarini ayirin ve pargani yariya bolms, veterler,

toxunan-lar, iterasiya tisullari ile 0.05 daqiqlikle toqribi kokiinii tapin.

1. X3 4+3x=1=0: 2. x}*+2x-11=0: 3. x*-2x-5=0.
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5-¢ci movzu

Xatti tonliklar sisteminin toqribi iisullarla hoalli

Ali cobr kursundan xatti tonlikler sisteminin holl tisullar ilo tanigiq. Kramer, Qaus,
Jordan ¢evirmolori ve tors matris usullart ilo xotti tonliklor sistemi holl edilo bilor.
Praktikada bir ¢ox hallarda xotti tonliklor sisteminin emsallart 6lgmelarin naticaleri ilo
qiymatlandirildiyinden daqiq hallin tepilmast mahiyyat kesb etmir. Ona gore xatti tonliklor
sistemi haqqinda qisa anlayislar verib, genis totbiq olunan sade iterasiya(ardicil yaxinlagma)

vo Zeydel tisullarin1 dyrenacayik.
Osas anlayislar.

Umumi sekilde N mechullu N xatti tonlikler sistemi asagidaki sekilde yazilir.
ap X, +apX, +..+a;X +..+a,X,=b,

Ay Xy + 8y X, +.+ 8y X+ F 8y, X, =D,

A X, + @, Xy + o+ QX+ + 3, X, =D, 1)

Bu xatti tenlikler sistemini daha yigcam sokilds yazaq.
n
Zaijxj = bi v =12,....n
j=1

Asagidaki isarelomslori aparsaq, xatti tonlikler sistemini matris seklinds yaza bilorik.

X; b,
ap;;a, ... 4y, X2 b2
a, d,,...ad | - —
A = 21922 2n X =|: B =
anzanz ann X b
n n
AxX =B @)

Vektorlar ardicilligimin limiti . Tutaq ki, X® X@ XY yektorlar ardicilligt

verilib.

47



@ @ (k)
X X X X
@ 2 (k)
X3 X3 X2 X2
XO = X @ — X K — X =
@ @ (k)
Xn Xn Xn Xn

Xi(j) (i=12,.n) J -cu vektorun koordinatlaridir. ©9ger
lim Xi(k) =X,([1=12,...,n) yaxud lim X® =X
olarsa, onda X vektoru X, (J=12,..k,...) vektorlar ardicilliginin limiti adlanir.Eyni

qayda ile matrisler ardicilliginin limiti anlayis1 verilir.

Matrisin normasi. A matrisinin miitleq qiymeti (modulu) dedikde onun

elementlarinin miitleq qiymstlerinden tertib olunmus matris basa dﬁsﬁlﬁr‘N = haij J

Matrisin normasi haqiqi edoddir ve asagidaki sortlori 6demslidir.

1. HA”ZO’HA”:O: A=0 2, HOZA”:‘Q‘*HN‘ a hoegiqi adeddir.

3. |A+B|<[A+[B] 4. |A+B|<|A +[B|

3 vo 4 bondlerinde forz edilir ki, A ve B matrisleri iizerinde toplama ve vurma amalleri
aparmaq miimkiindiir. Matrisin biri birine ekvivalent olan asagidaki normalarindan istifade

olunur.

n n
1. [Al, = miaszzll‘aij‘ 2. |Al, = mﬁxg\au\

ii‘au‘z

i=1l j=1

3. A= o [N, =2

Burada 4, A" * A matrisinin on bdyiik moxsusi odedidir.

Vektorun normasi. Vektorun biri-birine ekvivalent olan asagidaki normalarindan

istifade olunur.

n N
Il =max| el =] Xl = XA
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Misal.

X=(2 | [x],=3,|X],=6.[X],=~14

Xotti tonliklor sisteminin normal sokli. (1) tenliklor sistemindo &; # 0 qobul edib i -

ci tenlikden X; deyisenini tapagq.

b
X, =—+—0%X, —&x2 —...—%xn
Ay Ay Ay
b
2:_2_AX1_0*X2 ——n X,
8 8y Py,
b, a a a
_ nl n2 nn-1
Xn - Xl n Xn 1
ann ann ann ann
b 3
— I _ P . .. . . . ..
-=p; _a_ = Qi I,]=12,...n isarolomesini aparsaq xatti tenliklor sistemini
i i

asagidaki sokilds yaza bilorik.

X =P, +Zaijxj 1,=12,...n (3)
=1

Asagidaki isarelemslori aparaq ve normal sokile getirilmis xatti tenlikler sistemini matris
soklinde yazaq.

B X B 00y O X
0,0y O

B, X, B O 0opp-- Uy X,
OOl O

a=| T p=l A S i bttettndl L I @
A0y O
" " " ﬁn Xn ﬁn anlanz ann Xn
X=B+ax*X

Iterasiya (ardicil yaxinlasma) iisulu

Tutaq ki,(3) vo ya (4) normal soklo gotirilmis xotti tonliklor sistemi verilmisdir.

Serbest hadleri sifrinci yaxinlagma gabul edak vo birinci yaxilagmani agagidaki kimi tapagq.
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(0) 1) (0)
©) 0 (0)
X5 b, X5 b, Ay Qpy.. Uy, X5
= = |
0 1 0
Xr(1 ) bn Xr(1) bn A&y Ay Xr(1 )

Birinci yaxinlagmaya gore ikinci yaxinlagma tapilir.

(2) @
X b, Q10 Oy, X
(2) M
X; b, Ol Olyye Oy X5
= S I £
2 1
Xlg ) bn Ayl Ky, Xé :

Bu proses
X =B +oxX*D

diisturu ile davam etdirilir. Noticeds X(O),X(l),---,x(k) vektorlar ardicilligini alariq. Bu

ardicilligin yigilma sortine baxaq. Bunun i¢iin ardicilligin ixtiyari iki hoaddinin forqini

qiymatlondirak.

[X ™0 X O =[x XD g g X ] <] e X D X <.

SHO‘HK *Hx (m) x(O)H ()

Hx“") —x<°>Hst<l) —x<°>H+Hx<2) —x<1>H+....+Hx<m) —x<m—1)Hs

(%@ =X O] 2] X =X O +...+]o " [x? - x ] )<

m-1
s@wﬂ+pw+mqmwjvw—x@wj%%{ﬁﬂvm—xmﬂ
i
Noticodo
Hx (mek) _ w0 (k)” < H“Hk (Haum_l -1) *HX o _yx (O)H

Jer| -1
boarabersizliyini alariq.
HX(l) —X(O)H normasinin sonlu oded oldugunu nezere alsaq, {X (i)}, (i=12,..k)

vektorlar ardicilligimin fundamental olmasi {igiin yoni, |im||x(m+k) _x(k)":o olmasi tgilin
k—ool
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HO{ H <1 sorti 6donmelidir. Bu halda {X ® }, (1=212,..k) vektorlar ardicilliginin limiti var ve bu

limit (3) tonliklar sistemini 6demalidir.

limX® =X* X"=B+a*xX"

k—>00
Demsli belo bir naticoye golirik ki, iterasiya prosesinin yigilan olmasi ii¢iin normal sakilde
yazilmig xatti tonliklar sisteminin normasi vahidden kigik olmalidir.

Iterasiya prosesinds xotanin giymotlondirilmosi.
sk sl -
o X € - X ® 1 X 0 x| <[ 0~ X 9 | x 0~ x )<
<o ]X =X o[ X0 x| =

(1—\\a\\]\x ) _x H < Hx W _x MH *|a| =

o

1=

k+1
]

1ol

Hx(k)_X*HS || Hx(k)_x(k—l)us

1] @ -x]=

A<
Axirinct miinasibatden (3) xotti tenlikler sisteminin & daqiqlikle toqribi helli iigiin
iterasiyanin ndmrasi tapila biler.

Y :{'n(e(l—llall))—'nllﬂll}l

Infe]

Misal 1. Mathcad sistemindoe

—-1.2x, +0.2x, —0.3%, =0.6
0.2x, -1.6x,+0.1x, =-0.3
—0.3x, +0.1x, —=1.5x, =0.4

xotti tonliklor sisteminin iterasiya iisulu ilo hallinde birinci iki yaxilagmani tapaq. ©vvalco

verilen tonliklar sistemini normal sakile gotirak.

X, =-0.2x; +0.2x, —0.3%, —0.6
X, =0.2x, —0.6x, +0.1x, +0.3
X; =—0.3%, +0.1x, —0.5x, -0.4

Verilen tenlikler sistemini (3) sokline gotirdik. Iterasiya iisulunu tetbiq etmok iigiin HOC H <1

sorti 6denmelidir. Asagidaki fraqmetnde Mathcad sisteminde & matrisi vo f sorbost

hadler siitununun verilmasi, & matrisinin normasinin hesablanmasi verilmisdir.
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.* Mathcad lNpodeccronanbHan e pcHa - [matr]

@ Main Mpaeka [MpocvoTp BoTaeka GopMaTHpoEaHWE MaTemaTHika CHMEONMES

DEeE &V 9 B = i
|Momal || uial ~|llo ~| B I U
|---|---l---|---s---| 1 4 1
-02 02 -03 -0 4
w=| 02 -06 01 p=| 03
-03 01 -05 0.4
nu:nrml(m)=[l.9

O matrisinin normasi 0.9 oldugundan iterasiya iisulundan istifade etmak olar. Sifirinci
yaximlasmani serbest hadler siitununu qebul edib (X0 = /) birinci ve ikinci yaxinlasmalari
X ® =[+ax* X 4
diisturu ile tapaq. Mathcad miihitinde tertib olunmus hesabat blokunda birinci (x1) ve ikinci

(x2) yaxinlagmalarinda alinmis naticaler verilmisdir.

i=1.73 ks
=
#l; = By + - oy g - oy
i=1
—0=
x1l = —0.04
0.01
______________________ N
ol o= 1

—0.551
W = 0.2a%s
—0.312

Bu qayda ilo teleb olunan doaqiqlikle tenlikler sistemnin hallini ardicil yaxinlagsmalarla

tapmagq olar.
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Zeydel iisulu

Bu iisul iterasiya iisulunun miisyyen menada tekmillosmis formasidir. Zeydel

iisulunda ] -cu yaxinlasmada XiJ deyigeninin qiymsti ele bu yaxinlagsmada tapilmis

Xl(J),Xéj),---,Xi(_Jl) vo J—1 -ci yaxinlasmanin Xi(j_l),---,xrsj_l) giymetlerine osasen tapilir.
. . . . e . + (0) (0) (0)

Tutaq ki, (3) tonliklor sistemi verilmisdir. Baslangic (X{ ', X5 ,...,X;") sifirinc1 yaxin-

lagmasini gotiiriib (3) tenlikler sisteminin birinci tonliyinde (X, ,X5,...,X,) doyi-sonlorinin

yerine yazib, X; deyiseninin birinci yaxinlagmada Xl(l) qiymestini tapaq. (Xl(l),Xéo),...,erO))

qiymatlerini ikinci tenlikde (X;,X;,...,X,) deyisenlerinin yerine yazib X, deyisoninin

birinci yaxinlasmada Xél) qiymatini tapaq. Nehayat, (Xl(l),xél),---,Xﬁl_)l,xr(lo)) qiymatlarini

N-ci tonlikde (X;,X,,...,X,) doyisenlorinin yerine yazib X, doyisoninin birinci

yaxinlagsmada X,gl) qiymatini tapaq. Neticeds birinci yaxinlasmanin (Xl(l),Xél),...,X,gl))

qiymetleri tapilir. Bu qayda ile mealum K -c1 yaxinlasmasimin giymetlerine gore (K +1)-ci

yaxinlagmanin qiymatleri asagidaki diisturlarla tapilir.
n
k+1, k
XD =B+ oy x
=

n
(k+1) _ (k+1) (k)
X = B, + oy X +ZO‘21X1
-2

nn“'n

n-1
XD =B+ xE o x
j=1
k=012,....m
Zeydel tisulunda xatanin qitymatlondirilmasi ve & dagqiqlikle teqribi halli {igiin iterasiyanin

nomrasi asagidaki diisturlarla tapilir.

g e KO-xO]<s ke In(e@- ) -] X @ - x| »
1o ) Inflr

-

Qeyd etdik ki, normal sokle gatirilmis xatti tonliklor sisteminin baxilan teqribi isullarla

hellinda HOCH<1 sorti 0dondikdo iterasiya prosesi yigilir. Mixtoalif yollarla (1) tenliklor

sistemi (3) soklino gotirilo bilor. Aydindir ki, &; >~ z‘aij‘ sorti 0dendikde & matrisinin

J#i
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normasi vahidden kigik olacaqdir. ©ger bu sort 6denmoazss (1) tonliklar sisteminin tonliklori
lizorinde elementar ¢evirmalar aparmagqla bu sertin 6denmasins nail olmagq olar.

Misal. Asagidaki tenlikler sisteminin iterasiya tisulu ile halli liclin normal soakilde
yazagq.
X, +3X, + X, =0.5
2% + X, =Xy =—0.7
X, —X, +2%X; =2.6

Tonliklor sisteminin birinci tonliyinde X, moechulunun omsali yerde qalan

machullarin emsallarinin miitleq qiymetleri cominden boyiikdiir. Bu tenliyi yeni tonliklor

sistemindwe ikinci yazaq. Verilen tonliklor sisteminds ikinci tonliyi 3-e vurub iiciincii tonliyin

lizorine alave edib, yeni tonliklor sisteminde birinci yazaq. Alinan tonlikde X; machulunun

omsali yerde qalan meachullarin emsallarin miitleq qiymatleri cominden bdyiik olacaqdir.
Eyni qayda ile verilon tonliklor sisteminde birinci tenliyi 2-ye, ikinci tenliyi menfi 3-9,
ticlincli tonliyi iso 2-ya vurub comloyoak ve yeni tonliklor sistemindoe ii¢lincli yazaq.Verilon

tonliklor sistemi ile ekvivalent olan asagidaki tenliklor sistemini alariq:

X, +2X, — X, =0.5

X, +3X, + X, =0.6

—2X% +X, +9%X;, =8.5
Alinmis tonlikler sisteminds birinci tonlikde X, ikinci tonlikde X, , liglincii tonlikds ise X3
moachulunun emsali yerde qalan machullurin emsallarinin miitleq qiymatleri cominden

boyiikdiir. Ogor birinci tonlikden X, ikinci tenlikden X,, figiincli tenlikde ise Xj

mochulunu tapsaq, tenliklor sistemi asagidaki kimi yazilar.

1
X1=Q+OX1— X, +—=X,

11 1 n 2
=gyt O g el =maxdfe|= <
718 9t 92 ®

O matrisinin normasi vahidden kigik oldugundan iterasiya ve Zeydel iisullarini totbiq etmoak
olar. 84.2. misal 1-de iterasiya tisulunda alinmig birinci yaxinlagsmani sifirinct yaxinlagsma

gebul edok vo Zeydel iisulu ilo birinci yaxinlagmani tapaq.
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-* Mathcad lNpodeccHonanwHan Be pcua - [matr]

@ tafin Mpaeka MpocvoTp BoTaeka DoOpMATHPOBaHME MaTemMaTHka CHMBEOAMEEE  OkHO TOMOLWE
Ded &V e = DA o - B P
|Mormal || ial ~llio /B I T

-03 3 -0.551
A= -004 35:'11=F51+E”*113d]J A= -004
om =1 0nt

3
}{ﬂg:=|3lg+z DLEIJ"}.{'

4 ] (0551
S 0 =L 0215 J
001

3

Wz = fs 4 E otz - 4 -0.551 —0.551
ji=1 W= 0215 xl = 0215
-0218 —0.21%

Mathcad sisteminds tortib olunmus hesabat blokundan istifade ederak birinci yaxinlagsmaya

gore ikinci vo nahayet teleb olunan daqiqlikle tonlikler sisteminin halli tapila biler.
Qeyri-xatti tonliklar sisteminin toqribi iisullarla halli

Umumi halda
f (X, Xy X, ) =0 (1=12,...,0) (5)

qeyri-xatti tonliklor sistemine baxaq. Maghullarin vo tenliklerin say1 bir oldugu halda bir
doyigenli geyri-xotti tonlik alinir ki, hsll {isullarina ii¢lincii fosilde baxilib. Dayisen vo
tonliklorin say1 ¢ox oldugu halda meselonin halli ¢otinlegir. Bu tip masalalarin halli ii¢lin
miixtolif iisullar islonmisdir. Bu iisullardan Iterasiya ve Niiton iisullarindan daha genis

istifade olunur.

Iterasiya iisulu

Tutaq ki, (5) tenlikler sistemi asagidak: sekilde yazilmisdir.
% =X XX, ) (1=12,0.,0) (6)

Farz edak ki, (6) tonlikler sisteminin n dlgiilii fozanin har hansi gqapali oblastinda yegana
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X, (i=12,...,n) holli var ve bu halle yaxmn X, (i =12,...,N) giymetlori molumdur. Birinci
iterasiyant

x® = o, (xl(‘)),xgo),...,x,ﬁ‘))) (i=12,...,n),
ikinci iterasiyani

x? = o (xl(l),xél),...,xﬁl)) (i=12,..,n),

nahayat k-c1 iterasiyant

k-1

X = (XL X5 LX) (i =1,2,...,1) ()

diisturlart ile aparsaq XV (j=12,...,k) vektorlar ardicilligini alariq. Ogor k — oo sortindo

Xi(k) — Xi* olarsa deyirlar ki, X ® vektorlar ardicillig X" helline yigilir.
(k) *
X X
S
XW=| |l =X
(k) *
X X

Bu halda teleb olunan &€ daqiqlikle (6) tenlikloer sisteminin toqribi halli tapila biler. Yeni
operator daxil etmak tigiin qul normasindan istifade ederek, mesafo anlayisini verok. Iki

! " v . . g
X"ve X" vektorlar1 arasinda mesafo asagidaki kimi verilir.

p(X',X"):HX'—X”1:m_a)<1X'—X"

Y=(y1,y2,...,yn) yi=§0i(X1,X2,---,Xn) (i=1,2,---,n) qebul etsok vo A operatorunu

Y = AX kimi toyin etsok (7) tenliklor sistemi ovezine X " = AX'vektor beraberliyini

alariq.

n Slgiilii fozada VX', X" € G iigiin
2.(X") =, (X") < Kp(X", X”)
sorti 6denorse, onda deyirler ki, ¢, (Xl,Xz,...,Xn) (1=12,...,n) funksiyalar1 Lipsits sertini

odeyir. Burada K Lipsits sabiti adlanir. iterasiya prosesinin yigilmasi asagidaki teoremlo

miieyyen olunur.
Teorem. Ogor VX, X €G igin p(X,X")<r oldugda ¢,(x,%,,...x,)

(1=12,...,n) funksiyalar1 Lipsits sortini 6deyirse ve K <1 olarsa onda ¥X° € G baslangic
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yaxinlagmasi ti¢iin koordinatlari
X = (x%, x{,..,x%) (k=012,...)

diisturu ile hadleri toyin olunan vektorlar ardicilligi yigilir.
Teoremin isbati sixilmig inikas prinsipine osaslanir ve miixtelif adebiyyatlarda

verilmigdir.

Tutaq ki, G oblastinda ¢; (Xl, X2,...,Xn) (1=12,...,n) funksiyalarmin birinci tortib

op(X) ..
kosilmaz (g)f) (1,1=12,...,n) téromoleri var.

]

OX.

M;; =max
G

isaro edok ve forz edok ki, (6) tonliklor sisteminin G oblastinda yegano X *(Xf , X;,...,X:)
holli var. Aydindir ki, X° X% eG, (k=012,...) oldugda X D v X " noqtelorini

birlesdiren diiz xatt parcasi iizerinds elo p*t noqtosi var ki,
* — * 3 8 i P(k_l) — * -
X9 =% =g, (X V)= (x )=ZL)(X“ Yoxy) (i=12...0) @)

sorti gdonir. Ogor

aX1 aXZ aXn
o0,(p) 00,(p%)  39,(p)
M, = %, X, oX,

ox ox, ox
isarolomasini aparsaq (8) miinasibatini
XO X" =M, (XED-X")

sokilinde yaza bilerik. Bu iterasiya prosesinin yigilan olmasi tigin M, matrisinin normas:
vahidden kigik olmalidir.

X® _X* = Mk_l(X(k_l) -X")= Mk_l(Mk_z(X(k_z) -X")=

=M _ M _,.MM(X©® - X"

k>0, X®-X"50=X% >X"M,_M,,.MM, >0
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P kimi qebul etsek M, ;M, ,..M;M, matrisinin

]

M matrisinin elementlorini ¢ = max
G

hor bir elementi M matrisinin uygun elementinden boyik deyil. Ogor M matrisinin
normas1 vahidden kicik olarsa iterasiya prosesi yigilandir. Dayigenlerin saymin iki oldugu

hala baxaq. Tutaq ki,

X= (01()(' y)
_ 9)
Y=o, (X' y)
tonliklar sistemi verilmisdir. (XO, yo) baslangic yaxinlasmasina goro
Xn = (D an ’yn—
{ Y (n=12,...) (10)
Yo =0, (Xn—l’ ynfl)

diisturlari il iterasiya prosesinin yigilan olmasi asagidaki teoremls miisyyon olunur.
Teorem. Tutaq ki, R{a <x<bc<y< d} oblastinda (9) tenliyinin yegano (X* , y*)

helli var. Ogar:

1. R oblastinda (,01(X, Y), 0, (X, Y) funksiyalar1 kesilmoaz diferensiallanandirsa;

2. R-den gotiiriilmiis (X0s Yo) baslangic yaxinlasmasi ve (10) diisturlar1 ile tapilmig

(Xn . yn) yaxmlasmalar1 R -do yerlosirss;

3. R-do

Op, O,

ox oy
op, 0p,

ox oy
matrisinin normasi vahidden kigikdirse (10) diisturlar1 ilo aparilan iterasiya prosesi (X* : y*)

helline yigilir. iterasiya iisulunda xota

*

Yo=Y

M
< 1—M qxn - Xn—1|+|yn - yn—l|)S8

xn—x*‘+

sorti ilo qiymatlondirilir.

Misal. literasiya iisulu ilo

sin(x-0.5)-y=16
3x—cosy=0.9

geyri —xatti tonliklor sistemini hoall edok. Ovezlemaloar aparib tenlikler sistemini asagidaki

sokilde yazagq.
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y=09(x,y)=sin(x-0.5)-1.6

x=f(xy) z%cosy+0.3

f(xy) vog(x,y) funksiyalrinin x vo y deyisonlerine nozaren xiisusi toromalorini tapib

DEE &L Y : e =LA e .

Mamal v || &rial *o ~| B IO EEE| =
| .

flz,y) = [%) -cos(y) + 03

glx, ) = sinx - 08) - 16

zl(x,y>:=§xf(x,sr> zztzx,y):=3—xg<x,y) z4<x,sr>:=j—yg<x,sr> ﬂ(x,y>:=3—yf(x,sr>

+ i
zl(xz, 7 = 0 =,y = ?1 - gy

(%, ) — cos(x - A) iz, 7)1 —= 00

0<x<0.3,-22<y<-1.8 oblastinda giymetlondirok. Bu oblastda f(X,¥) ve g(X,Y)
funksiyalarinin x ve y-o gore xiisusi toremelerinin (Z1(X,Y) ve Z3(X,Y), 22(X,Y) ve

Z4(X,Y)) comi vahidden kicik oldugundan tenlikler sisteminin toqribi kokiinii iterasiya
tisulu ilo tapaq. Mathcad sistemindo tortib olunmus hesabat blokunda iterasiya naticolori (x

vo y) ve her bir iterasiyada f(XY) voa(x,y) funksiyalrinin qiymetlori aks olunmusdur.

1
fg) = (_j - costy) + 03 o015 0161 OIS 0is4 IS 015E OLsL
3 -2 2035 -202F 2034 -2032 -2034 -2033
a7 o= sindx - 061 - 16 j=0.6
Sop=015 8 o=-2 %=80y 5
j=1 .
%o,5= (30,318 5] 35815 alfo, il
015 -2 0161 -2.035
31 5= 2(30,j-1-%1,-1)
0161 =203 0.151 -2024
j =2 0151 2025 0.154 -2034
Sp = (S0 11,8 11
I x=| 0154 | y=| 203 et Boki
51,5 = &lB0,j-1.51 5] 0.151 203 0152 Ll
. 0141 -2.033
1=3 0.152 2034 — =
Bp o= T18 o151 5 0o RFRIXE)
0.3 = fl%0 5151 5m1) Lot )] L 20m)
31,5= &l%,5-1-51,4-1)
. |
=4 . —
S0 ,5= f(30,5-1.81,51) Press F1 for help.
31,5= 83,5218 501) i ...'_!'-"Iatl'u:al:l Mpodeccro.., i L MoR koMMe0TER

Tortib olunmus hesabat blokundan istifade edersk, geyri-xatti tonliklor sistemini iterasiya

usulu ile hall etmak olar.
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Nyuton iisulu
Tutaq ki,
{ f(x,y)=0
g(x,y)=0
tonliklor sisteminin hor hansi iisulla n-ci yaxinlagsmada toqribi (Xn ) yn) holli msalumdur.
(x*,y*) dogiq hellini
X" =X, +h,
y* =Yy, + kn
Qobul edib tenlikler sistemini asagidaki kimi yazagq.

f(x,+h,,y,+k,)=0
g(x,+h.,y, +k,)=0

f(X,¥),9(X,y) funksiyalarmm (X,,Y,)ndqtesinin yaximn otrafinda Teylor sirasmna ayiraq,

hn ) kn artimlarinin kigik oldugunu nazers alib xatti hisseni gotiirak.

{f(xn 00, Yo +K) = 0600 Ya) + 0 £ ya) +K Ty (%0, y,) + Oy (hy kq)

, , 11
Q0%+ Yo 4K = 906 ¥o) + 0L 06 Ya) KoL (6 ¥a) - Oy k) D

O,(h,.k,) vo O,(h ,k.) -do h k. artimlarim yiiksok tortib qiivvetleri istirak etdiyinden
onlar1 sonsuz kicik gebul edak ve (11)-i asagidak: sokilde yazagq.
{_ f(xn J yn) = hn fx’(xn’ yn) + kn fy'(xn J yn)

' ' 12
_g(xn’yn):hngx(xn’yn)+kngy(xn’yn) (12

Alinmig tonliklar sistemindon hn . kn artimlarini tapaq

=106 Ya) (%, Y,) f/(x,,y,) - fF(x.,y,)
b 906 Y)G 0 Ya) 190 Ya) 8 (%0 Yn)
B A T A TN A TS (3

g;(xniyn)g;(xnlyn) g;(xn’yn)g;(xn’yn)

Tapilan hn \C) kn qiymatlerine gore
X " } (XrH—lJ ) (Xn ]+(hn ]
yn+l yn kn

‘< sorti 6dendikde iterasiya prosesini dayandirmaq olar vo X () yaxinlag-

ardicil yaxinlagsmalari qurulur.

HX (n+1) X (n)
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mast1 verilon tonlikler sisteminin & doaqiqlikle hallidir.
Misal. Asagidaki tenliklar sistemini Niiton {isulu ilo hall edok.
2x* +3y* -6y —4=0
{xz ~3y*+4x-2=0

Tonliklarin sol terafalrini

F(x,y) =2x*+3y* -6y —4

G(x,y)=x*—3y? +4x—-2
funksiyalar ilo isare edok. F(X, Y) \%) G(X, Y) funksiyalarinin X, Y deyisenlarine nazaren

xiisusi toromoloarinin, (13) diisturlart ilo hesabat iiciin Mathcad sisteminds hesabat bloku
asagidaki fragmentdo verilmisdir. Tertib olunmus hesabat blokundan istifade ederok

iterasiya\-lar qurulmusdur. Baslangic iterasiya kimi x=0.5,y=-0.46 qiymstlori

gotiiriilmisdiir.

@ tarin [Mpaexa [MpocmoTp Bocrtaeska dopmatvpoBadre  MaTemaTyika CHMBONE
= = R BT Wi 5 B =
| Mormal ~ | | turial ~ |10 ~- | B F

Fix,71 =2 % +3 % — 67— 4

d d
Fux.s) = —F(x. %) Fyix.w) = —F(x.%)
ol =
Fuaz.30 — 4. x Fy(x.y¥) - 6-y-6

G(:-:,},r:]:=:-:2—3-3r2+4-:-:—2

= i X x = d— x
[ i dei 237 G2, 370 dFGi 23
O, 5 — 2-x+ 4 Cyx, ) — -6 - ¥
— [ Fax, 70 Fyl(x.y) j
Goax, ) Gyix. )
—Flx.z) Fyi(x.m ] (F:a::.:,yj —F(x,%) j
=H = = iy = F=
) ( G, Cye, ) SEPE | o By
| &HCx, 9 | | B, 5 |
Hix, = —— X, sl e Tl
S gl R o)

fterasiya noticelori (S matrisinde) ve her bir iterasiyada F(X,Y) vo G(X,Y) funksiyalarmin

qiymatlori asagidaki fragmentdos verilmisdir.
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SU.U = 0.5 Slll:l = —0.4a

i=1
Bo,i = B, 5-1 + H(Sg 5o1.81501) B1,50= 850+ KB 5o1.80 )
j=2
B ,j = Bo, -1 + HiSo jo1.31 5-1) 1= 91,501 + KiSa jo1.51 -1
ij=73

p . By =81 51+ KIS i21.87 5-1]
Su.j = S':'._'i—l+HI-S':'._'i—1’Sl._'i—1-I l'J l'J 1 b D'J 1 l'J 1

i=4
0,5 = B+ HiBe o150 4o S5 =850+ KiSo 1.8 500
= 05 0. 572335768 05727153517 057271498 057271498
B —0.4da —04550602273 —0.4541204209 —04541227E91 -0 4541887201
j=0.4
F(Sg, j.51,4) = 33y, j.51,4) =
-01052 -0.2848
00110944341 00054374376
o0.0000062877F o.0000000273
] -0
] ]

Ucgiincii iterasiyada alinmis X =0.57271498 y =-0.454188789] qiymetleri tenliklor siste-

minin 0.000001 doaqiglikle hellidir.
Tapsiriq. Asagidaki xatti tonlikler sistemini (1-3) iterasiya vo Zeydel tisullari ilo hall

edin.

X, =-0.2x, +0.2x, - 0.3x, - 0.5
1. 1%, =0.2x, —0.5%, + 0.1x; + 0.3
X; =—0.3x, +0.1x, —0.5%, - 0.4

X, +3X, +X; =0.6
2. 92X +X, —X; =-0.7
X, —X, +2X; =2.6

X, =0.1667x, —0.25%, —0.5
3. ¢X, =0.125x, +0.625x, +0.1875
X3 =0.2x, +0.0667x, —0.2667

62



6-¢c1 movzu

INTERPOLYASIYA MOSOLOSI

Riyazi analiz kursundan melumdur ki, funksiya analitik, qrafik ve cedval sekilinds
verilo bilar. Praktik masalalerin hellinde ¢ox vaxt funksiya cedvel sokilinds verilir. Yoni

arqumentin sonlu sayda qiymstlerinde funksiyanin qiymatlori msalum olur. Tutaq ki,
arqumentinin [a,b] parcasinda yerloson X;,(i=012....,n) giymetlorinde funksiyanin

Y, = f(Xi) giymatlori malumdur.

X X, X, ) G X

) f (%) f(x) 6 N f(x.)

Bir ¢ox masalelorde arqumentin [XO,Xn] parcasinda yerlason, codvelde olmayan
X" # X; (i = 0,1,2,---,n) qiymetinde funksiyanin f(X") giymetini tapmagq teleb olunur. Bu

mosolonin holli ii¢lin elo p(x) funksiyas1 qururlar ki, f(X) vo p(x) funksiyalarinin

qiymatlori arqumentin coedvelde verilmis mslum qiymstlerinde {ist-liso diigsiin  ve

arqumentin [XO, Xn] pargasinda yerlogon, codvalds olmayan qiymatlarinde ise biri-birinden
az forqglensin. Deyiloen sortlori 6dayen p(x) funksiyasinin qurulmasina interpolyasiya
mosolesi deyilir. Arqumentin malum qiymetlerine X; (i=012...,n) interpolyasiyanin
ditylin noqteleri deyilir. Diiyiin noqtelerinden forqli ve [XO, Xn] parcasinda yerloson
ndqtelerds p(x) funksiyasinin qiymatinin hesablanmasi f(x) funksiyasinin interpol-

yasiyasi adlanir. X & [XO ) Xn] oldugda P(X) funksiyasinin giymetinin hesablanmasi f (X)

funksiyasinin ekstropolyasiyasi adlanir. Bir ¢ox adebiyyatlarda qeyd olunur ki, funksiyanin

ifadesi ¢ox miirokkeb oldugda arqumentin bezi (funksiya qiymatinin asan hesablanilan)

qiymatlarinde funksiya qiymatini hesablayib, codval tortib edib p(x) funksiyasini qururlar
vo hesabatlarda f(X) funksiyasi avezino p(X) funksiyasindan istifado edirlor.
Birdayisenli Y = f(x) funksiyasi ii¢iin interpolyasiya etmenin hondesi menasi

miistovinin (Xi, f(Xi)),(i =0,1,2,---,n) noqtelerinden kegon funksiyanin tapilmasindan
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ibaratdir. Aydindir ki, miistevi lizerinde qrafiki qeyd olunan ndqtelerden kecon sonsuz sayda

funksiya tesevviir etmak olar.

Adoton P(X) funksiyas1 ¢oxhodli sekilinde axtarilir vo miixtelif isullarla qurulur.
Qurulmus ¢oxhadli interpolyasiya ¢coxhadlisi adlanir. [a, b] parcasida toyin olunmus haqiqi
funksiyalar ¢oxluguna ve bu ¢oxluga daxil olan sade funksiyalar kiilliyatina baxaq. Tutaq ki,
bu coxlugdan gotiiriilmiis sonlu sayda @, (X) ,(i = 0,1,2,...,n) funksiyalar sistemi xotti asili

deyil. Okser hallarda @, (X) funksiyalar1 kimi

n

1,%x,x%,x3,..., X
1,sin( x), cos( x), sin( 2x), cos( 2x),..., sin( nx), cos( nx)

X

1,e*,e%* e .. e

nx

funksiyalar sistemindan istifads edirlor. @, (X) funksiyalar goxlugundan N+1 sayda gotiiriib

onlarin agagidaki xatti kombinasiyasina baxagq.
P, (X)= a0, (x)+ 2,0, (x)+ ... + 2,0, (x) (1)
Burada & ,(i = 0,1,2,---,n) hegigi odedlerdir. P,(X) funksiyasma @ (X)

funksiyalar sistemine gore imumilogmis ¢oxhadli deyilir. ©gor interpolyasiyanin diyiin

ndqtalerinds
80, (X )+a,, (X )+ + 3,0, (x )= f(x) (i=012,...,n) )
sortlori 6denarse, onda bu ¢oxhadliye imumilesmis interpolyasiya ¢oxhadlisi deyilir. Dilyiin
noqtelorini vo @ (X) funksiyalarini elo se¢mok olar ki, verilon Y = f(X) funksiyas1 ii¢lin
inter-polyasiya coxhedlisi yegane olsun. (2) xotti tenlikler sisteminden N+1 sayda
q ,(i =012,..., n) omsallarini tapmaq olar.(2)-ni matris sokilinde yazagq.
o (%, )@1()(0 )"'Cpn (Xo) f(xo) 8

A= (00(X1)¢1(X1)---¢n(xl) B f(Xl)

P (Xn )@1(Xn ) -y (Xn ) f (Xn ) an
A*Z =B
Bu tenlikler sisteminden ai,(i =0,1,2,---,n) omsallarinin birgiymetli tapilmasi {igiin A

matrisinin ranqt N+1 olmaldir. Ogar @, (X) funksiyalar1 xatti asili deyilse, ‘N #0 sorti
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Odenacekdir. Ancaq dilyiin noqtelorinde @, (X) funksiyalart N+1 sayda noqtede sifira
cevrilorso, bu halda ‘N =0 olar. Demoli O (X) (i = 0,1,2,...,n) funksiyalarimin xatti asili ol-

mamas! ilo yanasi, koklerinin sayr N-den ¢ox olmamalidir. Bu sertleri 6deyen @ (X)
(i =01.2,..., n) funksiyalar sistemine Cebisev sistemi deyilir. (1) tenlikler sisteminden
a; ,(i = 0,1,2,...,!1) omsallarini tapaq.

a.:w =012,...,n)

-
Burada ‘Aﬁ‘ (i =0,1,2,---,n) determinantlari ‘N determinantinm 1 -ci siitununun B siitun

vektoru ilo ovez olunmasindan alinir. @, ,(i =012,..., n) omsallarmin bu qiymatlarini (1)-do

nazorsd alaq:

_IAL 0 A LA
p.(x) Wq)o( W%) Wcon()

‘A‘ determinantlarim 1 -ci siitununun elementlorine nezeren ayrilisini yazib

n

> F )|y

_ =0

i )
A

(burada ‘Aji‘ determinantlar1 1-ci siitun elementlorinin cebri tamamlayicilaridir) tapilmus

(i=012,...,n)

a (i :0,1,2,---,n) omsallarinin qiymstlorini (1)-do nezere alib, f(Xj)—lara goro

qruplasdirsaq asagidaki ifadeni alariq:
Pa(%) = @5 () (%) + @, (x)F (x) )+ + @, (x)F (x,) (3
CDi(X), (i =012,..., n) funksiyalar1 (X) (i :0,12,...,n) funksiyalarinin ~ xetti
kombinasiyalaridir ve f(x) funksiyasindan asili deyil. Tapilmis P, (x) coxhadlisi
X;,(1=012....,n) diiyiin néqtelerinde

Pa (X ) = 1(%) = @4 (% )T () + @, (%) F (x,) + -+ @, (x) T (x,)

sortini 6demolidir. Ogar P, (X) funksiyalarimi agagidaki kimi secsok,
Li=]j
<I>i(xj)={ o @)

0,i=]
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ditylin nogtelerinde P, (%)= f(X) sorti 5doner.

Lagranjin interpolyasiya coxhoadlisi

O (x) funksiyalar sistemi kimi 1, X,XZ,XS',...,Xn funksiyalarm1 gotiirek. Bu

n

funksiyalar xotti asili deyil ve har hansi [a, b] pargasinda Zci X' coxhadlisinin sifirlarinin
i=0

sayl N-den ¢ox deyil (Ci,(i = 0,1,2,...,n) omsallarinin hamisi birden sifir ola bilmoaz). Bu

halda (2) xatti tonlikler sisteminin matrisi asagidaki kimi olar.

‘N determinantt Vandermond determinanti adlanir. (4) sertini nozere alaq ve

D, (X)(i = 0,L2,...,n) funksiyalarini asagidaki sekilde axtaraq.
@, (x)=C# (X = Jx = ) X=X =% (X =%, ) ()

Serto goro X = X; ndqtelerinde P, (Xi ) =1 olmalidur.

1=C 0 =% J06 =% ) (% =% )06 =X )06 = %, )=
1
X

C=

(6 =% )06 =2 006 =%, )06 =0 )% = %,)

Alinmis bu ifadeni (5)-de nazere alaq.
— (X — X )(X — Xl)"'(x — Xi—l)(x — Xi+1)"'(x — X, )
@, (x) (

X; — X, )(Xi —X )"'(Xi — X )(Xi — X )"'(Xi - Xn)

Oksor oadebiyyatlarda Lagranjin interpolyasiya ¢oxhadlisi L, (X) -lo isaro olunur. Bunu
nozere alaraq, ixtiyari diiyiin noqteleri iiciin Laqranjin interpolyasiya ¢oxhadlisini asagidaki

kimi yaza bilarik:

e (x=x )(x=%,).(x=x,) ™ (X=X )X =%,)..{x=x)
R N R N A N A
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(X=X X=X X=X X=Xy X=X )

pTE T Y RS el
e %)
o=, — )0
_N (X_XO)(X_Xl)‘“(x_Xi—l)(x_xi+l)"'(x_xn) X.
B 2 (x5 = X )5 =X (X5 = X O = X ) (6 = X)) fa) @
Misal 1. Cadvel sokilinds verilmis

[ 0 1 2 3

X 1 2 4 5

v 2 1 2 3

funksiya ii¢iin Laqranjin iigiincii tortib interpolyasiya ¢oxhadlisini yazagq.

L3(X) =

—%(x—2)(x—4)(x—5)+%(x—1)(x—4)(x—5—%(x—1)(x—2)(x—5)+%(x—1)(x—2)(x—4)

. (X=2)(x=4)(x-5) s

(x=1)(x-4)(x-5) N

1-2)A-41-5)

L (X=D(x=2)(x-5)

(2-1)(2-4)(2-5)

3% (x=-)(x-2)(x - 4)

(4-1)(4-2)(4-5)

5-1)(5-2)(5-4)

Lagranjin interpolyasiya diisturu ile hesabat blok sxemi sokil 5.1-ds verilmisdir.

Ln=Ln+Y(J)P

xx
Ln
Son

1=0,n /*7
0x _p. Xx-x(I)
= PP

ha
Sokil 5.1.




Biri-birindon barabar masafads yerloson diiyiin noqtalari li¢iin

Lagranjin interpolyasiya coxhoadlisi

Tutaq ki. diiylin noqtelari biri-birinden barabar moasafads yerlosir.

Xiyg — Xi :E:h =const
n
Bu halda Laqranjin interpolyasiya coxhadlisi xeyli sadelosir. (= % ovozlomasini
aparaq vo X—X;,(i =0,12,...n) ifadslerini qiymatlondirak:
X=X, =qh,x—x =(q=1h,x=x, =(q=2)h,...x=x =(q—i)h.x=x, =(q—n)h
X =% =({—-0)h,x _Xl:(._ )h’xu ( 2)
X — Xy =(i—i+Dh.x—x, =(i—i 1)h, AX =X —(|—n)h
123, .x(1-1)*i =il1*2*3...(n—i-1) * (n—|)_(n—|)!
i n!
il(n—i)!

Bunlar (6)-da nazers alagq.
~ _&ah(a-1)h(g-2)h..(q-i+1)h(g-i-1)h..(q—n)h ~
0=t 080~ 2 2 -G Op )

n " -1).(q-i+1)g-i-1).(q-n) B
;. (. 1 q 2) zq*1>z<( 1)?'1*2* (?1 i— 1)(n i)f(xi)_
iqq 1) ) fa-npt ) iqq D) G gy

n—i)n! —i n!

i=0

(q l)(q 2).(q- n)i ”'C'

Naticodo diiyiin noqteleri biri-birinden beraber mesafede yerloesdikde Laqranjin interpol-
yasiya ¢oxhadlisini aldiq.
~1{q-2).{g—n)&(-1)"'C
(x, +qh) a(a-1fa-2).(a-n)- (1) 2£(x,) (7)

L()=Ly(x, B n! ~ -
Misal. Y = IN(X) funksiyasi codvel sokilinde verilmisdir.
i 0 1 2
X 3 4 5
y 1.0986 1.3863 1.6094
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Lagranjin (6) interpolyasiya diisturundan istifade ederok x=4.5 ndqtesinde funksiyani inter-
polyasiya edak .
(=X g 5gg3: KTIXD) |y 6, X=IXZA)
(3-4)(3-5) (4-3)(4-5) (5-3)(5-4)
=-0.0323x* +0.5138x—0.1521

L,(4.5) =1.5059

L, (x) =1.0986%

(7) diisturundan istifade edorek, x=4.5 ndqtesinds funksiyani interpolyasiya edoak.

X, =3h=Ln=2x=45q=""%) _y_3
h

)=y )= S0HO=2 S CIT G

i=0 -

q@-U9-2)C, C €y _a@-DE-2) Y 2%, Vo
2! q’° gq-1" gq-27? 2 q q-1 q-2

:(X_—hxo)=4.5—3:1.5

L,(4.5)=L,(3+1.5*1)=1.5059

Hor iki halda naticaler eynidir.

Eytkenin interpolyasiya sxemi

Lagranjin interpolyasiya ¢oxhadlisi ilo f(x) funksiyasini interpolyasiya etmak {igiin
avvalco (6), (7) disturlart ile interpolyasiya ¢oxhadlisi qurulur, sonra iso toleb olunan X
noqtesinde qiymet hesablanir. Ancaq Eytkenin interpolyasiya sxemindon istifade etsok,
interpolyasiya ¢oxhadlisi qurulmadan f(x) funksiyasint arqumentin mealum qiymatlarine
gora interpolyasiya etmoak olar. Tutaq ki,

X, Y= (%) vo X Vg = f%,)
qiymatlori malumdur.
1
a7 X i X —X

Yi X—X

Li,i+1 (X) = (8)

birderacali Li,m (X) coxhadlisinin X = X; noqtesinde qiymsatini hesablayagq.
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Yi X=X

Yia X=X

_ Y (Xis = Xi)

1
Lijn(x)=——— (X =)

:yi
X1 =X

(8)-1 sadolasdirsak iki X; vo X;,; diiyiin noqtelari {igiin Laqranjin |-1(X) xotti funksiyasini
alariq. Digoer terefden bu miinasibati iki ndqteden kegon diiz xattin tenliyinden de almaq
olar. Hor hans1 X ndqtesinde funksiyasini interpolyasiya etmok iiciin (8)-de X-in yerino
X" yazmaq lazimdir.

R

Li,i+1(X*)=m

Yia X, —X

Ogor diiyiin noqtalerinin say1 ti¢ ( Xj_;, X; X;,; ) olarsa hesabat diisturu asagidaki kimi
Vo= F(60), Vi = F06) L Vi = Fx0)

1 L4 (%) Xy —X

—Xiq |Liia(X) X, —X

Li—l,i,i+1(x) = X
i+1

olar. Bu prosesi davam etdirsok

1 I—012...(n—1) (X) x,—x

Xy =X L123 ...... n(X) X, —X

Lo12an (X) =

Lagranjm L, (x) interpolyasiya g¢oxhadlisini alariq. Oger X,(i=012...,n) dityiin
noqtelerinde L, (x) interpolyasiya c¢oxhadlisi qurulmussa, sonradan X,.; noqtesinde

Y = f(Xn+1) qiymati malum olduqda L...(X) interpolyasiya ¢oxhadlisini qurmaq tiglin
hesabatlar1 yeniden aparmaq lazimdir. Eytkenin interpolyasiya sxeminde ise hesabatlar
yenidon aparilmir vo ixtiyari sayda dilyin noqtelerini slave etmaklo aparilmis hesabat
naticelorinden istifade edearak, interpolyasiya etmok ve interpolyasiya ¢oxhadlisini qurmaq

olar.
Laqranjin interpolyasiya diisturunun xatasi

Aydindir ki, interpolyasiyanin diiyiin ndqtelarinde intepolyasiya olunan funksiyanin
qiymati Laqgranjin interpolyasiya ¢oxhadlisinin qiymatine beraber olacaqdir. Ancaq diiyiin

ndqtalerinden forqgli noqtelerds bu qiymstler biri-birinden forqli olacaqdir. Bu forq miixtslif

soboblorden yaramir. Yalmz f(X) funksiyasi tertibi N-den bdyiik olmayan coxhedli
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sokilinde oldugda f(X) ve L,(X) coxhadlileri eyni olacaqdir. Lagranjin interpolyasiya diis-

turunda xetani, yeni iisulun xetasini
R,(x)=f(0-L,(x)
isaro edok ve giymetlondirek. Kémokei ¢(X) funksiyasina baxaq.
o) =R, (x)=k][ ],.,(x) ©)
T (0= (x=x X =%, )..{x=x,)

Aydindir ki,
Rn(xi): f(Xi)_ Ln(Xi) =0

§0(Xi ) =R, (Xi )_ an+l(Xi ) =0

(1=012..n)
yoni (X) funksiyasinin [a,b] (X, =a,X, =b) parcasinda N+1 sayda (diiyiin noqte-
lorinde) sifr1 olacaqdir. K omsalini elo segok ki, o(X) funksiyasinin [a,b] pargasinda
Xi,i =012....,n diiyiin ndqtelorinden forgli interpolyasiya olunan X ndqtesinde sifra

gevrilsin @(X")=0. Onda @(X) funksiyasinin [a, b] pargasinda N+ 2 sayda sifr1 olacaqdir.

Rol teoreminoe gore ®'(X) funksiyasinin sifirlarmin say1 N+1 olacaqdur.
0'(7)=¢'(7,)=...=¢'(r,)=0

Rol teoremini @'(X) funksiyasina totbiq etsok, ®"(X) funksiyasinin sifirlarinin say1r N,

nohayaot (P(n)(X) funksiyasinin sifirlarinin say1 iki, (,D(n+1)(X) funksiyasinin sifirlarinin say1

ise bir olacaqdir.
p"(§)=0
(9)- dan (P(n+1)(X) -1 tapaq. Lagranjin interpolyasiya g¢oxhadlisinin tertibi N, HM(X)
+1
funksiyasinmn tertibi N+1 oldygyndan L2+1 x)=0 veo H:ll)(x) =(n+1)! olar. Bunlan

nazero alsaq, K emsalani tapa bilorik.

P (E) = £ (&) —K(n+1)!= 0=k = ——

(n+D)! Fe (5)

Onda qaliq haddi asagidak: kimi olar.

R(x7)= £x) L) = k(" =%, Jx =%, ) {x" — x,)=
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1 n+1 * * *
:mf( ’(5)(x —XOXX —xl)..(x —xn)

M, ., =max f(nﬂ)(XX isaro etsok vo f(X) funksiyasinin interpolyasiya olundugu X

™ xeab

ndqtesinin ixtiyari oldugunu nazers alsaq xota

M

R, (x) =[f(x)-L,(x) < (042 (X=X Jx=x ).{x=%,)  (10)

diisturu ile qiymstlondiriler.

§5.2-ds verilmis misalda interpolyasiya diisturunun xatasini qiymatlondirak.

R,() = (x)~ L, (x) < M3)!\(x—3)(x—4)(x—5)(

T (241

M, =ma f‘S)(x)1

xe[ab]

f (x) =In(x) funksiyfsinin 3-cii tortib téromasinin [3,5] parcasinda maksimumunu tapmaq

ticlin Mathcad sistemindos hesabat bloku tortib edok.

ﬁ

0%

hEed &Y @3 | - o

|Nc|rmal ﬂ].ﬁ.rial

[+
=
4
-]
by
=
Il
i
Il

i) = ')

P _ I A
flrs) = Eﬂ;x) x=73,32.5 @ &
flix) —= % .J '717— |L:

X

o d"
A

[

fl(zx) 0.04
Tim  Tim_ Tim
= @t @

0.0z

g 3 35 4 4.5 5]

Tortib olunmus hesabat blokundan goriiniir ki, verilon funksiyanin ti¢iincii tortib tGromasi

[3,5] parcasinda monoton azalir. Demali f (x) =In(x) funksiyasinin {igiincii tortib toromasi

2 : : : o
f1(x) = F funksiyas1 X =3 noqtesinde maksimum giymsatini alir.
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_2
27

M., = max
3 X3

xe[a,b]

Bu naticeleri nozers alsaq, Laqranjin interpolyasiya diisturundan istifade ederek, x=4.5

ndqtesinds interpolyasiya zamani xatan1 asagidaki kimi qiymatlondirmak olar.

1 1.3
R,(4.5) <—|(4.5-3)4.5—4)4.5-5)=—*==0.004

Xotanin minimum olmasi iigiin diiyiin noqtalarinin secilmosi

Interpolyasiyada xetamin  qiymetendirilmesi  diisturundan  gériiniir ki, xota
‘f(”“)(x)( Vo Hn+1(x) ifadslerinin qiymstloerinden asilidir. ‘f(nﬂ)(xx -1 [a,b] parcasinda

maksimumunu giymatlendirmek miimkiindiir. Hn+1(x) -in qiymati ise X; (i=012...,n)

diiytin noqtelerinden asilidir. Diiyiin ndqtelerinin segilmasi iiglin Cebisev ¢oxhadlisinden

istifado edok.
T,(x) = cos (narccos (x))[x| <1
n=1=>T,(x) = cos(arccos (x)) = x,n = 2= T,(x) = cos(2arccos (x))=2x* -1
T ..(x)=2xT (x)-T._(x)
rekurent diisturundan istifade edorok T,(X) coxhodlisinin X" heddinin smsalmnm 2"

oldugunu gorerik. T, (X) coxhadlisinin koklori

cos(narccos (x))=0 = narccos (x)= %4‘ K =

X, = cos(%j, k=012..n-1

diisturu ile tapilir ve N sayda koki [—1,1] pargasinda yerlosir. Bu parcada T, (X) -in

maksimumu 1-s beraboardir vo asagidaki sekilde yazila biler.

T, (X)=2" (X=X, )X =X, )X =X, )X =X, )=
(% = X J(X = X X =%, )X =%, ) = zin\TM(x)( < 2—1n

Demsli diiyiin noqteleri ovezine Cebisev ¢oxhoadlisinin koklerini gotiirsek, Lagranjin

interpolyasiya ¢oxhadlisinin xatasi:
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R(x) = ()L, (x) <=

2" (n+1)
kimi qiymatlondirile biler.Qeyd edok ki. doyisoni avez etmoklos ixtiyari [a, b] pargasi ligiin

bu gqiymsatlendirmani aparmagq olar.

7-ci movzu Sonlu forqlor

Tutaq ki, interpolyasiyann X, +1N,(i=012,..n) diiyiin noqteleri beraber
masafadoe yerlosib. X4 —X; = h=const.
Bu diiyiin ndqtelerinde f (X) funksiyasinin giymetleri Y; = f (%) melumdur.

Yi= Yo Yo =Y Yo = Yo
forqlori birinci tortib sonlu forqlor adlanir. Miixtelif edebiyyatlarda X; ndqtesinde sonlu forq
VYia:8y 1Ay,
i+= i+=
2 2
kimi isare olunur vo
AY; =Yia~Yi
diisturu ile hesablanir. ikinci, nehayet k-c1 tortib sonlu forglor
2 k k-1 k-1
ATY; =AY =AY, ATY = ATTY AT,

diisturlari ile hesablanir.

Misal.

-0.5x2
e

1
P(x) = TP

funksiyasinin [2,2.6] pargasinda N=0.1 addimi ile giymetleri verilmisdir. 6-c1 tortibe
gedar sonlu forqloeri hesablayaq. Mathcad sisteminde tortib olunmus asagidaki fragmentde
arqumentin qiymatlori X siitun vektorunda, (X) funksiyasmin qiymatleri isoe A matrisinin
sifirinct  siitununda  verilmisdir. Hesabat noticelori ~ A matrisinin birinci siitununda
Ay,, Ay, ,.. Ay, birinci tortib sonlu forgler, ikinci stitunda N Yo N yl,...A2 Y., nohayset altinci
siitunun birinci elementinde ise altinci tertib sonlu forgin A°y, =-0.0000014 qiymeti

verilmigdir.
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el glv

Normal || sl o ~|BIru|s=sE|iEi=
T
0.3 Lxljl"
b= (L] —_

' 2.

2 0053991 -00100074 00014984 -00001369 ~0.0000093 0.0000071 -0.0000014

21 0043983 -0.003509 00013614 -D0001464 -00000024 00000058 O

22 00354746 -00071476 0001215 -DO001488 00000034 O 0

x=| 23 | A=| 002327 -00059725 00010663 -0000L454 O 0 0

24 00223945 -0.0048662 00009209 0 0 0 0

15 00175283 -000%9433 0 0 0 0 0

26 0013583 0 0 0 0 0 0

Sonlu forqgin hesabat blok sxemi (sokil 5.2).

Sonlu farq

—{A(LO)=Y(D)

—

J=1,n
, | |

A(LD)=A(I+1,J-1)-A(LJ-1)

Sokil 5.2
Sonlu farqin asagidaki xasselori var.
1. Funksiyalarin cebri ceminin & tertib sonlu forqi, funksiyalarin & tertib sonlu farqlerinin

cobri comino borabordir.
Ak(fi +9;) =A'f #Akgi

2. Funksiyanin A adedine hasilinin k tertib sonlu forqgi funksiyanin & tortib sonlu forginin A4
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adadins hasiline berabardir.
AN f)y=AxAf
3. Funksiyanin n tortib sonlu forqinden m tortib sonlu forq, funksiyanin (n+m) tortib sonlu

forqins barabordir.
An(Amf):An+mf

4. n tortib coxhadlinin # tertib sonlu forqi sabit, n+1 tortib sonlu forqi ise sifra beraberdir.

Nyutonun birinci interpolyasiya ¢oxhadlisi

Tutaq ki, interpolyasiyanin X, + ih(i=012,..n) diiylin noqteleri barabsr mesafeds

yerlasib.
X, —Xo =X, =X = X3 — X, =...= X, — X, , =h=const,
Bu diiyiin noqtelarinds f(x) funksiyasinin qiymatlari
Yo = F (%), Y, = F(X )y, = F(X,)
moelumdur. Elo n dereceli P, (X) coxhadlisi qurmaq teleb olunur ki, interpolyasiyanin
dityiin noqtelerinde P, (Xi ) =Y, = f(Xi),(i =012,...,n) sortlori odensin. P, (X)
coxhadlisini asagidaki sekilds axtaraq:
P(x)=a,+a,(x—X;)+a,(x =X, J(X =% )+---+a,(x =X, Nx=x )X =X,)

X =X, noqtesinde P, (X) funksiyasmin qiymetini hesablasaq P, (Xo ) =4d, alariq. Diger
torofdon P, (XO)Z Yo = f(XO) sortini nozere alsaq d; =Y, olar. @, emsalin1 miiayyon

etmok tigiin P, (X) coxhadlisinin birinci tortib sonlu forqini yazagq.

AP (x)=P,(x+h)-P,(x)=
= (8 +a(x+h—x))+a,(x+h—x, J(x+h—x)+a,(x+h—x Jx+h=x ) x+h=x,)+...
+a, (X+h=x, Jx+h=x ). (x+h=x_, )= (@ +a,(x— X, )+a,(x—x, \x—x, )+
8 (X=X X=X X=X, )+t A, (X=X, X=X X=X, ) =

8y (X+h—, =X+ J 4+, ((x+h—x, N x+h—x ) =(x = N x=x,))+
(X Joxh = N =36, ) (X = X=X ) ..

92



+a, (x+h=x x+h=x ). (x+h=x, )= (x=% Jx=%).{x=x,,))=
=ha, +2h(x — X, Ja, +3n(X — X, (X=X, )a; +...+nh(x —x, x = x ).(x—x._, )a,
P (X) coxhadlisinin Xy, X; ndqtelerinds birinci tortib, X, ndqtesinds ise ikinci tortib sonlu

forqlerini hesablayaq ve @;,d, amsallarini tapaq:

AP (X A A
AP (x,)=ha, = a, = ”h( o) zozﬂzf

AZ I:)n (XO) — AZyO
2h? 2lh?

AP, (x,)= (ha1 +2h2)a2,A2Pn(x0): AP, (x,)- AP, (x,)=2h%a, = a, =

Umumi halda P, (X) ¢oxhadlisinin emsallari

_AY,
a = ™ ,(1=12,...,n)

diisturu ilo hesablanir. Bu emsallar1 P, (X) -do nazere alsaq, Nyutonun birinci interpolyasiya

coxhadlisini asagidaki kimi yaza bilorik:

A A
Pn(X): Yo +l|_):,?(x_xo)+ 2”,)]/2 (X_XOXX_X1)+
A A" (11)
+ 3'?31/3 (X—XO)(X—Xl)(X—X2)+...+ n”,)]/r? (X_XO)(X_XIXX_XZ)"'(X_Xn—l)

85.6-da hesablanmis sonlu forqlere gére Nyutonun birinci interpolyasiya ¢oxhadlisini tertib

edok. Asagidaki fragmentde X = X, diiyiin ndqtesinde funksiyanin qiymati vo altinci tortibe

goder sonlu farglarin qiymatlari verilmisdir.

0053991 -00100074 00014934 -00001369 -0.0000025 0.0000071 -0.0000014

(11)-de N =6 gbtiiriib hesablanmis sonlu forq qiymetlerini nezere alaq.

A A A®
Pe(x): Yo +l|_):$(x_xo)+i(x_xo)(x_x1)++ 3 Yo (X_XO)(X_Xl)(X_XZ)+

A'y,

VTS

(X_ Xo)(x_ Xl)(x_ Xz)(x_ Xs) +%(X_ Xo)(x_ Xl)(x_ Xz)(x_ X3)(X— X4)
A6Yo
6'h®

o (X S = )= %) (= X, ) (x = % )

Interpolyasiya soxhadlisinin &, (1=12,...6) omsallarinin qiymatlori asagidaki fragmentds

verilmigdir.
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1=1.64 n
—=0.1000737053
8= 00749153699
a=| —-D0ZZE19E5943
—0.0032504172
0005926135
—0.0018761 202

Bu giymetlari nazers alsaq interpolyasiya ¢oxhadlisi asagidak: sokilds yazilar.
P,(X)=0.053991-0.100074(x — 2) + 0.07492(x — 2)(x — 2.1) — 0.02282(x — 2) *
(x—2.1)(x—2.2)—0.00395(x — 2)(x — 2.1)(x — 2.2)(x — 2.3) + 0.005926 1(x — 2)(x — 2.1) *
* (X —2.2)(x—2.3)(x—2.4)—-0.001876(x — 2)(x — 2.1)(x — 2.2)(x — 2.3)(x — 2.4)(x — 2.5)

| ®afin MNpaeka MNpockoTp BoTaeka @OpMaTHpOEaHWE MaTemaTHka Ok

DEEH && Y e =
!N-:-rrnal ﬂi.-‘l‘-.rial ﬂi'll:l ﬂ ¥
i=1.6 me= 21
G i-1
pled = yp + Z 3 - | | (e — )
i=1 ji=a
pled = 0.043992620467230
=215 pled = 0030550074654536
=195 Pl = 0.059603713095219

Mathcad sistemindo tertib olunmus fragmentde yoxlama moaqsadi ile XX =2.1 noqtesinde
qiymeti hesablanmisdir. Hesabatin diizgiinlilyii yoxlanilmis vo XX =2.15 noqtesinde funk-
siya interpolyasiya olunmusdur (P (xx) = 0.0395591)
Praktik maesslolerin hellinde Nyutonun birinci interpolyasiya diisturunun basqa
X=X,
h

sokilinden istifade edirler. Yeni deyisen daxil edok 0= . Burada h interpolyasiya

addimadir.
X=Xy :qh,X—Xl :(q—l)h,X—X2 =
=(q=2)h,... x=X =(q—i)h..x=x, =(q—n)h
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Qiymsatloarini (11)-de nazere alsaq Nyutonun birinci interpolyasiya diisturunu asagidaki kimi

yaza bilsrik.

n

A A2 A
P.(x)=P,(x, +ah) =y, +%q +7y°q(q—1)+%q(q—1)(q—2)+-~

-+ 2% (q-1(a-2(@-2)+(a-n+D)

N =1 olduqda xiisusi halda xatti interpolyasiya, N =2 olduqda ise kvadratik interpolyasiya

diisturunu alarigq.

P.(X)= Y, +AY,q

Ay,
P,(X)= Yo + Ayod+ =+ a(q-1)
Nyutonun birinci interpolyasiya diisturunda xota
R,(X) = 2 (g -1)(q-2)(a2)-(g—n-+Dlgn)
(n+1)!
diisturu ile qiymstlondirilir.
1-ci ir\rllil::gglglgsiya
disturu
f n, xx, h ;
Pn=Y(0)

o B'Vl p=p.Xx-x(I-1)
Lh

Son

Y

P.=P, +P-A(0,])

\ 4

Sokil 5.3
Nyutonun birinci interpolyasiya diisturunun hesabat blok-sxemi sokil 5.3-do

verilmigdir.
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Nyutonun ikinci interpolyasiya ¢oxhoadlisi

Tutaq ki, [a,b] pargasinda f (X) funksiyasinin X, X, X5,..., X, qiymetlorindo
Yo = F (%), Y, = F(X )y, = F(X,)
moelumdur. Interpolyasiya addmm N sabitdir X;,; = X; + h,(i=012,..n-1). Interpolyasiya
coxhadlisini asagidaki sekilde axtaraq:
P.(X)=a, +a,(x—x,)+a,(x—x, X=X, )+..+a, (X=X X=X, ).(x=%) (12)
a,(i=012,..,n) omsallarm elo secok ki, P,(%)=Y, = f(x)(i=012,..n) sortlori
6densin. (12)-de X=X, vyazsaq P,(x )=y, =Tf(x)=a, alarig. Nyutonun birinci

interpolyasiya diisturunda oldugu kimi a,,a,,..,a, omsallarim tapmaq iigiin P, (X)

¢oxhodlisinin birinci tertib AP, (X) sonlu forqini yazagq.
AP (x)=ha, +2h(x-x,_,)a, +---+nh(x—=x_, x=x , ).(x—x )a,
Bu ifadede X=X, _; yazsaq @, amsalin tapa bilorik.

_ A yn—l
T

Nyutonun birinci interpolyasiya disturunda oldugu kimi P, (X) coxhadlisinin X =X _,
noqtesinds ikinci tortib sonlu forqini yazib &, amsalini tapaq.

AP,(x)=2h%a, +2%3h*(x =X, )ay +---+n(n=1)h*(x =X _, (X=X, 5 )---(x—x Ja

n

a. = AZyn—2
27 2p?

Umumi halda &; emsallar1 asagidaki diisturla tapilir.

a =2Ynij_g12 .n
ilh'

Omsallarin bu qiymstlerini (12)-de nazers alsaq Nyutonun ikinci interpolyasiya diisturunu

alariq:

A N
Pn(X): Yn +%(X_Xn)+$(x_xnxx_xn—l)+
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AS
+$(x_xn)(x—xn_l)(x—xn_2)+---+ '%/,?(X X X=X g X=X, 1 X = %) (13)

(13)-de N = 6 gotiiriib, hesablanmis sonlu forq qiymetlerini nezere alaq. §5.6-da verilon

misalda hesablanmis sonlu forglere (A matrisinde diaqonal iizro yerloson elementlorin

birincisi funksiyanin X = X, diiylin ndqtesinde qiymsti, yerde qalanlar1 ise ardicil olaraq

X5 ) X4 ) X3 ) Xz ) X]_ ) XO duyun néqtalarinde Ay5 ) AZ y4 ) AS y3 ) A4 y2 ’ AS y]_ ) AG yo sonlu

forglerdir) gére Nyutonun ikinci interpolyasiya ¢oxhadlisini tortib edak:

3

A A
() Yot i( X6)+ y4(X_Xe)(x_X5)+3!—|}]§(X_X6)(X_X5)(X_X4)+

1h 2Ih?
A4y2 yl _ _ _ _ _
o (X—Xg )X — X5 ) (X=X, ) (X — x)+5h5 (X—Xg X=X JOX— X, ) (X = X5 ) (X —X,) +
o o )5

Interpolyasiya soxhadlisinin &, (i=12,...6) omsallarinin qiymatleri asagidaki fragmentds

verilmigdir

@ taFn Mpaeka MpocMoTp EBcTaeka ©opMaTHpoBaHWe MaTeMaTheEa  Cr
SH SRY »Ba
Momal jimial >~
e g —0.0394555] 2598820

fe i 0046044992706 572

a=| -0.024229850852082
000141 28TE456474

0.004200457 401 655
—-0.0012T6129179054

Bu qiymsatleri nezere alsaq Nyutonun ikinci interpolyasiya ¢oxhodlisi asagidaki sokilde
yazilar.

P, (x) =0.013583-0.039453(x — 2.6)+ 0.04605(x — 2.6 )(x — 2.5)—

—0.0242(x — 2.6)(x—2.5)(x — 2.4) + 0.0014(x — 2.6)(x — 2.5)(x — 2.4)(x — 2.3) +
0.0048(x —2.6)(x —2.5)(x —2.4) * (x —2.3)(x — 2.2) —0.001876(x — 2.6)(x — 2.5) *
*(x—24)(x-2.3)(x—-2.2)(x—2.1)
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Mathcad sisteminde tertib olunmus hesabat blokundan goriintir ki, riyazi simvollar
cadvalinin komayi ile ¢ox sade yolla interpolyasiya ¢oxhadlisini yazmaq ve ixtiyari ndqtode

funksiyani interpolyasiya etmak olar.

i=1.#8a =24

G i-1
pled) = ¥g + z a - H (o — x5_j)

i=1 i=n

pracd) = 0.022411561061157

= 255 pien = 001546637 TA36127

o= AA0 pilxd = 00119298046 5442

Mathcad sistemindo tortib olunmus fragmentde yoxlama magsadi iloe XX = 2.4 ndqtesinde
qiymeti hesablanmigdir. Hesabatin diizgiinlilyii yoxlamlmis ve XX = 2.95 ndqtesinde funk-

siya interpolyasiya olunmusdur ( P;(XX) = 0.0154664).

X— X,

q= ovezlemesi aparib, X—X,,(i=n-L,n—-2,...1) ifadelorini qiymetlon-
direk:
x—xX, =qhx=x_, =(q+1)h,x=x _, =(q+2)h,...x=x =(q+n-1)h

Bu giymetlari (13)-de nazers alaq:

A N N
R X)= P (6 +ah) =y, + =t g+ e g(a+D) + =+ (@+2) +
Ay, _
S q(@+1)(q+2)(q+2)---(q+n-1) (14)

(13) vo(14) diisturlart Nyutonun interpolyasiya diisturlaridir. Bu diisturlarla interpolyasiya
etdikds xota
n+1
_ATY,

R,(x)~ (n+1)!q(q+1)(q+2)(q+2)....(q+n)

diisturu ile qiymstlondirilir.
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Qeyd etmoak lazimdir ki, parcanin ovvelinde interpolyasiya etdikde ve ya
ekstropolyasiya olunan ndqte par¢anin @ iiclina yaxindirsa Nyutonun birinci interpolyasiya
diisturundan, parc¢anin axirinda interpolyasiya etdikde ve ya ekstropolyasiya olunan ndqte
parganin D ucuna yaxindirsa Nyutonun ikinci interpolyasiya diisturundan istifade etmok
magsaode uygundur. Bozi adebiyyatlarda Nyutonun birinci interpolyasiya diisturuna ireliye
interpolyasiya, geriyo ekstropolyasiya diisturu, Nyutonun ikinci interpolyasiya diisturuna ise

geriyo interpolyasiya, iroliye ekstropolyasiya diisturu deyilir.
Ayrilan (béliinon) forqlor

Diiyiin noqtelori ixtiyari vo berabar measafods oldugu hallarda Laqranjin interpol-
yasiya disturlarinin ¢ixarilisina baxdiq. Diiyiin noqteleri barabar uzaqliqda yerloson halda
Nyutonun birinci ve ikinci interpolyasiya diisturlarini sonlu forqlerden istifade edorsk

yazdiq. Diiylin ndqtesi ixtiyari olduqda Nyutonun interpolyasiya diisturu ayrilan ferqlerin
kémoyi ilo yazilir. Tutaq ki, Xy, X;,Xp,...X, diiyiin ndqteleri ve bu ndqtelorde f(X)
funksiyasinin

Yo=T(X), ¥, = f(xl)""!yn = f(Xn)
qiymetleri melumdur. X, —X = h, # sabit,

Yi— Yo . Yo=Y Vi — Vi
X X |=——— ... ey = ik T i
X — Xy i, X, —x i %] X, — X,

i+1 i

[Xo; Xl]:

birinci tortib ayrilan forqler adlanir.

[X XX ]:[Xl;XZ]_[XO;Xl]
01 /M1 A2 X, — X, ;

]: [Xi+1; Xii2 ]_ [Xi ) Xi+1]

[%;% ;X
Xii2 =X

i1 N+ Ni42

ikinci tertib ayrilan forgler,

- X%y X = [Xgs X0 Xy

[Xo3 X0 Xo5n X,
X, — X
k 0

K tortibli ayrilan forq adlanir ve bazi adebiyyatlarda f(X,;%,), f(X0 ; Xl;...;Xk) kimi do isaro

olunur.

Misal. Asagidaki fragmentde arqumentin qiymsatlari (x) stitun vektorunda, §5.6 veril-
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mis funksiyanin giymetleri ise A matrisinin sifrinci siitununda verilmisdir. A matrisinin

birinci siitununda X;,(1=01,2,...5) diiyiin néqtelerinde birinci tertib, ikinci

@ Main Mpagta [pocwoTp BrTaeka DopMaTWpoBaHMe MaTemaThka CHMBOMMEA Okho oMOLb

hEE &RV 2 mo= DA [ - @Y
!Nnrmal jiﬁ«rial jim j BIU|EE=EE|iSi=

d 0053991 0083548 0065303 0024437 0001222 000331 0001705
13 0025327 0059325 0030891 0023582 0004201 000169 0
24 0022395 -0044058 0041453 0021061 00053 O 0
x=| 26 | A=| 0013583 -003162 0030928 -0018146 O 0 0
a7 0010421 -0022342 0024577 I I 0 I
49 0005933 -00161% 0 0 0 0 0
495 0005143 0 0 0 0 0 0

siitunda X; (i =0,1,2,...4) ditylin noqtalarinds ikinci tortib vo nehayat 6-c1 siitunun birinci

sotride altincr tortib ayrilan forgler hesablanmigdir.

Diiyiin noqtalari barabar masafodo yerlosmoayon

halda Nyutonun interpolyasiya diisturu

Tutaq ki, X (i=012..,n) dilyiin ndqtelerinde f(X) funksiyasmm Y, = f(x,),
(i=012...,n) giymetlori melumdur. Elo p(X) ¢oxhodlisi axtarilir ki,
P(x)=y; = f(x),(i=012,..,n)
sorti 5densin. P(X) coxhadlisinin birinci tortib ayrilan forqini yazaq.

~ P(xX) = p(x,)
- X

bax]= == = P09 = P0X) + 1% J(x=%0)

Ikinci tertib ayrilan forglorden istifade edib [X; XO] ayrilan forqi tapaq ve P(X)-in ifadesindo

yerine yazagq.

[X; Xo]_[xo;xl]

[X: %1% ]= = [X: %] = [Xo: %, ]+ X X0 %, JOx = %,)

1
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P(X) = P(Xo) +[Xo5 X JX—%o) + X X3 % J(x = %) (x = %,)

]: [X;XO;Xl]—[XO;Xl;Xz]
? X—X,

P() = P(Xy) + X7, Jx=%p) + x93 3%, Jx =% ) x =)
+ [X; Xos X3 X, ](X_ Xo)(x_ Xl)(x_ Xz)
Bu prosesi davam etdirsak:

p(x) = p(XO)+[XO;X1](X—XO)+[XO;X1;Xz](X—XO)(X—Xl)-i-
[ X5 X0 X X JOX= X ) (X=X (X=X, ) [ Xg s X v s X (X = X0 X=X X=X, ;)

Naticoads ixtiyari diiylin ndqteleri liglin Nyutonun interpolyasiya diisturunu aldiq.

[X; XO;Xl;X :>[X’ XO;Xl]:[X; XO;Xl;XZ](X_X2)+[XO;X1;XZ]

85.9-da hesablanmis ayrilan forqlere gore Nyutonun interpolyasiya c¢oxhadlisini
yazaq. N =6 ve birinci tertibden altinci tertibe goder ayrilan forglerin A matrisinin sifrinci
sotrindaki qiymstloeri nezere alsaq, ixtiyari diiyiin ndqteleri iiciin Nyutonun interpolyasiya

coxhadlisi asagidak: sokilde yazilar:

p(x) = 0.053991 —0.0855463 (x — 2)+ 0.0655553 (x — 2 )(x — 2.3)~-
—0.024437 (x —2)(x —2.3)(x— 2.4) + 0.001222 (x — 2)(x — 2.3)(x — 2.4)(x — 2.6) +
0.00331(x—2)(x —2.3)(x —2.4) *(x—2.6)(x—2.7) —0.001705 (x — 2)(x — 2.3) *
*(x—2.4)(x—2.6)(x—2.7)(x—2.9)

Mathcad sisteminde ixtiyari diiyiin noqtesi iigiin Nyutonun interpolyasiya g¢oxhodlisi

asagidaki hesabat bloku ils verilir.

&
W + Z bgge | ] (- o)
i=1 j=0

P

plmd) = 0.013583
s = 2.55 placd) = 0015449

= 265 pld = 0011912

Bu hesabat blokundan istifade edilorek XX=2.6, XX=2.95 vo XX =2.65 néqtelerinde

funksiya interpolyasiya olunmusdur .
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Torsina interpolyasiya

Tutaq ki, [a,b] parcasinda X; (i =0,1,2...n) diiyiin ndqtelerinde T (X) funksiyasinin

Y = f(Xi)(i =012...,n) qiymatlori mslumdur. Funksiyanin mslum qiymatine gore

arqumentin qiymatinin tapilmasi teleb olunur. Laqranjin interpolyasiya diisturunu yazaq.

L=y (X=X JOX = X s X = X NX = X0 )X = X,) N
LR ey R R N N A

Funksiyanin Y, (i=012...,n) qiymatlerini arqumentin qiymsatleri ve arqumentin
X (i=012..n) qiymatlorini iso funksiyanin qiymsetleri kimi gebul edib, Laqgranjin
interpolyasiya diisturunu yazagq:

e Loy =Yy =y (Y =y Ny = Vi )y = vn)
L= g(yi — Yo )0¥s = Yo )Y = Vi)Y = Ve (Vi = V)

(15)-do Y -e qiymet vermoklo X-i tapa bilerik. Tersine interpolyasiyadan cedvel soklinde

X (15

verilmis fuksiyanin sifrinin tapilmasinda istifade etmok olar. Funksiyanin cedvalinde

Yi *Yi,1 <0 sortini 6deyen parga tapilir. Torsine interpolyasiya diisturunda Y =0 yazilir

vo X-in qiymsati tapilir.
8-ci movzu Aproksimasiya masalasinin qoyulusu

Praktik mesoelalorin holli tedqiq olunan obyektin riyazi modelinin qurulmasi ilo
yerino yetirilir. Oksor hallarda tedqiq olunan obyekti miloyyon eden, onu xarakterize edon
gostaricilarinin deyigsmasine sebab olan amillerin hamisini nezers almaq miimkiin olmur. Bu
halda qurulmus riyazi modello alinmis naticolar ilo real prosesdoki naticalor arasinda forqloer
meydana golir. Bu forq miixtslif sebeblorden, olgmaler naticesinde xatalardan, nazere
alinmayan amilin tesirinden, tesadiifi amillerin tesirinden vo saireden emslo gole biler.

Tutaq ki, Oyrenilen prosesi xarakterize eden funksional asililiq melum deyil ve onun

qiymetler cedveli verilibdir (X;,Y;)(1=012....,n). Okser praktik meselolorde lgmaler
noticesinde bu tip codvellor almur. Ele bir f(X) funksiyas: axtarihir ki, bu funksiyanm
X;(1=012....,n) nogtelerinde giymetleri Y,(i=0212....,n) qiymetlerinden on az forq-lensin.

Tapilan bu diistur emprik diistur adlanir. Masalenin bu clir qoyulusu geyri miisyyon-dir. Ona

gore do todqiq olunan proses hagqinda moalumatlara osasen X vo Y arasinda slagenin
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formasi, onun hansi funksiyalar sinfine aid olmasi miieyyenlasdirilir (qiivvet, istld, trigo-
nometrik, logarifmik). Bozi hallarda (X;,¥;) (i=0.2....,n) giymsetlerine gore asililigin de-

yigsmo xarakteri haqqinda texmini fikir s6ylemak ii¢iin riyazi statistikanin tisullarindan

istifade edilir. Burada sual olunur: na ii¢iin interpolyasiya ¢oxhadlilerinden istifade olunmur.

1. y;(i=012...,n) qiymetlori deqiq deyil ve qurulmus coxhodli miistovinin
(x,,Y,)(=012....,n) noqtelerinde kegso do Y, (i=012....,n) gostericilerinin deyisme di-

namikasini (trend) xarakterize etmir.
2. Praktikada axtarilan asililiq ¢ox vaxt prognoz magqsadile qurulur ki, interpolyasiya ¢ox-
hadlileri bu halda demak olar ki, istifads oluna bilmaz.

Deyilonlori nezere alsaq yuxarida qoyulan massalonin hallini, yoni emprik diisturun
qurulmasini iki merhalays bdle bilarik.
1. Qurulacaq diisturun formasmin miioyyen olunmasi. Cox vaxt buna nezeri asililiq da
deyilir.
2. X, Y deyigenlari arasinda miioyyen olunmus nazeri asililiginin qane edici parametrlorinin
miisyyoen olunmasi.

Bu masals verilonlarin miioyyen formali asililiq ile aproksimasiyas1 adlanir.

Emprik diisturun formasinin miieyyen olunmasi iiglin miixtalif tisullar vardir. Bu

tisullar riyazi statistikanin iisullaridir. Tutaq ki, (X;,Y;)(i=012....,n) qiymatlri melumdur.

X. = Xi +2Xi+1’ Y = Yi +2yi+1 , (i=01..n-1)

diisturlart ile verilonleri hamarlasdirmaqla asililigin formast haqqinda fikir sdylomek
miimkiindiir. Asagida tertib olunmus hesabat blokunda x ve y deyisenlerinin qiymatlori

hamarlagdirilmig ve naticaler X ve Y doeyisenlarine menimsadilmisdir.

D= &M 2 BN = ik & | hoox -
[Momal | auial ~|[o =l B r O ||===
0.5 2
0= 11
1 10
12 12.5
T 1s 7 oaz
2.4 13.5
3 115
33z 10
i=0.8&
v, = (71 +23r+1] % - (3 +2X1+1]
+
0.65 o=
e 10.5
it 1125
s | s V= 1225
a1 1275
o 12.55
S 108
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Eyni bir koordinat miistevisinde har iki asililigin qrafikleri qurulmusdur. x ve y arasinda

14 T T I I I

12 — ‘.F' y.\ —
T r"‘ *"\\
— Fa
¥ #'*
R — Fa

N —

L4
5 I I | | |
0.5 1 1.5 3 2.5 3 35
x X

deyisma biitdv siniq xattle, X vo Y arasinda deyisms qiriq xatlorle gdstorilmisdir. Qrafikden
goriiniir ki, X vo Y arasinda asililiq kvadratik asililiga daha yaxindir.

Bu hesablamalarda iki ndqteye gore hamarlagdirma apardiq. Hamarlagdirma 3, 4,..
noqteye gore de aparila biler. Verilonlorin tabe oldugu asililigin formasi xiisusi hallarda
ayrilan forqlerle do miieyyen oluna bilar. Birinci ve ikinci tertib ayrilan ferqlerle veilenlori
hamarlagdirmaq ve asililigin formasi haqqinda fikir sdylomoak olar. ©gor birinci tortib ayri-
lan forqler sabitdirse asililiq xatti, ikinci tertib ayrilan ferqler sabitdirse kvadratik asililiq
noazori asililiq kimi gotlirtilmelidir.

2. Parametrlorin miioyyon olunmasi {igiin bir nege iisul var. Bir doyisenli xatti

asililigin parametrlorinin toqribi miieyyon olunmasina baxagq.

1. Qeyd olunmus noqtalor iisulu. Tutaq ki, (xi,yi),(i =012....,n) qiymatlari
verilmigdir. Y =ax+Db xotti asitliliginin a,b parametrlorini tapmaq lazimdir. XOY
koordinat mistovisindo (xi,yi),(i =0,1,2----,n) noqtelorini geyd edok. Bu doayismays
uygun olan diiz xatti ¢okak (sokil 5.4). Bu diiz xstt lizerinde Ml(Xf ) y}_‘ ) veo MZ(X; ) y;‘)
ndqtalerini qeyd edib onlarin koorinatlarini miieyyen edak. Ml(Xf , YI) \&) MZ(XZ,YZ)
ndqtalerinin koordinatlarini diiz xattin tenliyinde nezere alsaq a,b parametrlarino nazoren
xotti tonliklar sistemini alariq.

ax, +b =y,
ax, +b =1y,
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M, (x.37)

Sokil 5.4.
Bu xatti tonliklor sistemini hell edib a,b parametrlorini taptb Y =ax+b noezeri asilihginda
yerind yazsaq empirik diistur alariq.

2.0rtalasdirma  disulu. (X, Y;),(1=012....,n) verilonlori iki qrupa b®&liiniir.

(Xi ' Yi ),(1=012.....k) vo (Xi v Yi ),(i1=k+1,....,n) . Hor bir qrup li¢iin funksiyanin nazori vo

faktiki qiymatler forqinin sifir olmasi sertinden asagidaki tenliklar sistemini alariq.

k
> (y,—ax;-b)=0 azk:xi+bk=2k:yi
i=1 N i1 i1

> (v -ax,~b)=0 |aY x +b(n-k)= Yy,

i=k+1 i=k+1 i=k+1

Alinmis tonlikler sisteminden 4, b parametrlori tapilir vo emprik diistur qurulur.

3. On kicik kvadratlar iisulu (9.K.K.U). Bu iisulun totbiq sahsleri avvelki iisullardan
daha genigdir. Ovvalki lisullarin miloyyon catigmazliglar1 vardir. Belo ki. verilonlorin say1
cox olduqda birinci iisulda gosterilon grafiki qurmaq ¢otindir ve ¢oxdayisenli funksiya {igiin
miimkiin deyil. Ikinci {isulda ise funksiyanin nozeri ve faktiki giymetlori arasida menfi ,

miisbat qiymatlar bir-birini yox eds biler, yeni forq sifir ola biler. Bu ise sehv natice veror.

Tutaq ki, bir deyigenli asililigda &, (i =12....,m) parametrlori istirak edir.

y="f(xa,a,,..,a,)
On kigik kvadratlar iisulu ile @ (i =12....,m) parametrlori tapilmalidir. ©.K.K.U-da

Z(a,,a,,..,a_)= Zn:(f(xi,al,az,...,am)— y,)> —>min

i=0

sortinden parametrlor tapilir. Z(a,,8,,...,a,) ¢oxdoyisenli funksiyasindan &, (i =12....,m)
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parametrlarine gore xiisusi toremaler alib sifira beraber edok.

0Z(a,,a,,...,a,)
oa.

=0,(i=12....,m) (16)

Tonliklor sistemini holl edib & (1=12....,m) parametrlori tapilir. Ogor alinmis tenliklor
sistemi @, (i=12...,m) parametrlorine nozeren xatti olarsa, onda (16) xotti tonliklor

sistemi olacaqdir. Tutaq ki, asililiq Y = ax® +bx+c soklindadir.
n
Z(a,b,c) =) (ax’ +bx +c—y;)> >min=

i=0
% 2 _ 2 : 4 C 3 C 2 _ C 2
“a (axi +bx; +¢ yi)xi =0 aizzolxi +bi§xi +ci§xi _;‘yixi

2
i=0
o~ 23 (ax? +b J =0 Y X2+ X =D
b Z.;axi+ Xi+C=Yyi ;=0 = aizz(;xﬁr ;XiJrC;Xi_;yixi
2

oz
oc i=0

(axi2+bxi+c—yi)=0 azn:forbZn:xiJrn*c:Zn:yi
i=0 i=0 i=0

Xotti tonliklor sistemini holl edib parametrlorin qymsatlorini tapib, kvadratik funksiyada

nazors alsaq, empirik diisturu almis olariq. Asagidaki fragmentds a,b vo ¢ emsallarinin

D Sk B | - fio B = | o i A (oo ]| 8D R
| Mormal || &ial ~|l10 =l B r O |===|:i= i=
] ] 4] ]

4 = 2 2
ag o= Z [ 22a) ag 1= Z (=) ag 3= Z f22) b = Z i ()
i =0 i =0 i=n i =0
-1 [ [ [
= 2
aj g = Z ) a; = Z () ay 3= Z * by = Z Vit ¥
i =0 i =0 i =0 i =0
] ] ]
P DN AL O e, hyo= >
i =0 i =0 i =0
122221 50021 2133 25808 _; —1.793
a=| 30021 2133 107 b=| 1266 2EATE gl gams
2133 107 7 TR 5113
i=n0.7

VM = 2 () + 3w+ =

__________
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tapilmasi tiglin tortib olunmus xotti tonliklor sisteminin omsallarinin hesablanmasi, xotti
tonliklor sisteminin halli (z), nezeri asililiq (YN), eyni bir koordinat miistovsisnde ilkin
verilanlarin (y) ve nazeri asililigin (YN) grafikleri qurulmusdur. Verilonlars asasen miioyyoan

edilmis nazeri kvadratik asililiq asagidaki kimi yazilir.
YN(X) =—1.793x X* +7.515%x+5.113

Tortib olunmus hesabat blokundan istifade ederok ilkin verilonleri hamarlagdirmag,
grafikleri qurmagqla kvadratik asililiga yaxiligr miieyyen etmok, xotti tonliklor sisteminin

omsallarin1 hesablamaq vo kvadratik asililigin emsllarint miioyyen etmak olar. Eyni qayda
ilo Yy=ax+b xotti asililigin parametrloari tapila biler.

Bir ¢ox praktik meselalerin hsllinds, xiisusilede iqtisadiyyatda bozi qeyri xatti
asililiglardan genis istifade olunur. Bu halda geyri xatti asililiglar ¢evirmalor vo avezlomalar
aparilaraq parametrlore nozeren xatti asililiqlara gotirilir. Asagida bezi asililiglarin

cevrilmasi verilmisdir.
1. y=a#*X’. Hor iki terofi logarifmloyok. In(y)=In(a)+b=In(x). Oger
In(y) =Y, In(a) =A In(x) = X isarelomesini aparsaq Y = A+b* X xotti asililibin1 alariq.
2. y=axb*. Her iki terefi loqarifmloyok. In(y)=In(a)+xxIn(b). Dgor
In(y) =Y, In(a) =A In(b) = B isarolomosini aparsaq Y = A+ B * X xotti asililibini alarig.
b

1
3. y=a +; X = X ovozlomesini aparsaq Y =a+b* X xotti asililigini alariq.

4.y

1
= Y :1 ovozlemesini aparsaq Y =ax+b xetti asililigini alariq.
axx+b y

5. y=ab*c" . Heriki torofi logarifmloyok. In(y)=In(a)+x*In(b)+x?In(c)

|n(a) =A |n(b) =B, |n(C) =C,In(y) =Y isarolomesini aparsaq Y = A+ B X +C * X
kvadratik asililigini alariq.

On kicik kvadratlar {isulu ilo alinmis yeni asililiglarda parametrlor tapilir vo uygun

cevirmaloarlo emprik diistur tortib olunur.
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9-cu movzu

ODODI INTEQRALLAMA VO DIFERENSIALLAMA

Moalumdur ki, agoer f(x) funksiyasi [a, b] parcasinda kasilmazdirse, onda

[ f (x)alx )

mildyyen inteqrali var vo onun qiymsati F(b)— F(a) forqine beraberdir. Burada F(X)
inteqralalt1 f(X) funksiyasinin ibtidai funksiyasidir. Okser hallarda F(X) ibtidai

funksiyasini elementar funksiyalarla gostormak miimkiin olmur. Massalen:

IZSin—()()dx_

Digor torofdon praktik meselslorin hallinds inteqralalti funksiya ¢ox vaxt codvel sakilinde

verilir. ©dadi inteqrallamanin ssas mahiyyati [a,b] parcasinda codveal soklinds verilmis

funksiyanin miioyyon inteqralini hesablamaqdan ibaratdir. Miioyyen inteqralin terifine gore

onun qiymati taleb olunan daqiqlikls inteqral comin kdmayi ilo hesablanila bilar.
L b
n—w,S, =3 f(x)ax, > [ f(x)dx
i—0 a

Miisyyon inteqralin toqribi hesablanmasi tsullari f(x) inteqralaltt funksiyasinin

®(X) interpolyasiya ¢oxhadlisi ilo avez edilmasine osaslanir. Miloyyen inteqralin toqribi

isullarla hesablanmasi diisturlar1 kvadratura diisturlart adlanir. Tutaq ki,
b
L p(x)f (x)dx @)

inteqralin1 hesablamaq lazimdir. Burada p(x) [a, b] par¢asinda musbat malum funksiyadir

( ¢oki funksiyasi). Aydindir ki, f(x)= (,D(X)+ R(X) soklinde gdstorilo biler. Burada R(x)
interpolyasiyanin qaliq haddidir. Onda (2) inteqralt

[P )ax=["p(xp(ix+ [ pxR(KJx (3

soklinde yazila biler. (3)-de birinci inteqral adadi inteqrallama diisturunu, ikinci ise qaliq

hoddi gésterir. Diger terofden @(X) funksiyast

o(x)= @ (X)f (x,)+ @, (X)f () )+..+ @, (X)f(x,) (@
soklindo yazila bilar . (3)-do (4)-ii nezers alib
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I: p(x)q)i (x)dx=c;

isarolomeni aparsaq
b n
[, POOT O0dx = 6 f (xg)+¢ F(x )+ +¢,Fx,) = D, f (%)
i=0

alariq. Goriindiyt kimi C; -lor f(x) funksiyasindan asili deyil ve avvalcaden hesablanila

biler.

[ p(x)f (x)dx—ZiO:ci £(x)

forqi kvadratura diisturlarinin qaliq haddi adlanir.

Nyuton-Kotes diisturu

Tutaq ki, [a,b] pargasinda f(X) funksiyasinin  X; = X, +ih,(i =0,1,2,...,n)

noqtelerinde  Y; = f(x),(i=012,...,n) gqiymatlori melumdur. Bu qiymstlere osasen

Lagranjin intepolyasiya ¢oxhadlisini quraq ve inteqralalti funksiyada nazare alaq:

Ln(x):Ln(x0+qh):q(q_l)(q_z)"'(q_n)z( )nICr']f( )

n! ico (-1
[t [t = AR S o

— Zn: f(x 1)n—i Ci J'b( q(q _1)(q — 2)' ' (q — n))dX

i a q-i
X=X
g= h oldugundan dX=h=*dq olar. X=X, oldugda q=0 vo X=X, olduqda
b-a
=N qgiymstlorini vo T =h oldugunu neazers alaq.

[ f(0ucalo-a)3 1 S 00200

nn q-i

H, = % Cy ”(q(q 1)(qq 2|) (a-n)y4q

()

isarolomasini aparsaq
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1 (x)ax z(b_a)gf(xi H, ©

diisturunu alariq. Bu diistur Nyuton- Kotes diisturu adlanir. (5)-de  H;-lor f(X) funksi-

yasindan asili deyil, interpolyasiyanin diiyiin noqtelerinin saymdan(n) asilidir. n-in miixtalif
qiymatlorinde bu emsallar hesablanmis ve miixtalif riyazi sorgu kitablarina daxil edilmisdir.

Bu emsallar Nyuton-Kotes omsallar1 adlanir. Nyuton-Kotes diisturunun xiisusi hallarina

baxaq.
n=0-> [ f(x)dx~(b—a)f (x, H, ™)

n :1_)I:f(x)dx z(b_"’l)(f(xo)l_lo + f(xl)Hl) (8)

n=2 —>I:f(X)dX ~b—a)(f (x)Ho + F(x )H, + F(x,)H,) (@)

Diizbucaqghlar diisturu

(7) diisturundan goriiniir ki, funksiyanin inteqrallama pargasinda bir qiymati verilib.

Bu halda [a,b] parcasinda f(X) funksiyasmm ixtiyari noqtede giymetini gétiirmek olar.

Tutaq ki, funksiyanin [a, b] pargasinin orta noqtesinde C = 0.5(a+Db) giymeti gotiiriiliib.

L, (x)= f(a—;bj 7t )
J' bf(a_mjdxz f(a—mj(b—a) el
a 2 2 1)
[ f(x)dx=~ f(a—jJ(b ~a)+R, (10)
Bu qgiymat hendesi olaraq, oturacagi
¢ a+b R
b—a, hindirliyi T olan diizbu- (0] a=x, X X, .. X, x=b x

Sokil 6.1.
caglinin sahosidir. Ona gore (10)-a diiz-

bucaqlilar diisturu, C=2a olduqda sol, C=Db olduqda ise sag diizbucaqlilar diisturu deyilir.

Qaliq haddi giymstlondirak. Tutaq ki, f(x) funksiyasi [a,b] parcasinda iki defe diferen-

siallanandir. Funksiyani1 € =0.5(a+b) néqtesinin yaxin otrafinda Teylor sirasina ayiraq vo
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ikinci tortib toroms istirak eden haddls kifaysatlonak.

f(x)=f(c)+ flchx-c)+ f"(g)(x‘c)2

2

Burada yiiksok tortib térome istirak eden haddlerin evezine ikinci tertib f’(c) téremesinde

C=¢& gotiiriilmiisdiir.

R = [ (x)x- [ F(c)ix= J'f(c)(x—c)dx+%f:f"(c)(x—c)zdx:
_ f'(c)M Pt o, L f"(g){(b‘a)g _(a‘b)g}

2 ° 2 3 2 8 8

LR L oy

[a, b] kigik olduqda (10) diisturundan istifade olunur. ©ks halda [a, b] pargasini n barabar

hissoye boliib her bir parca tiglin (10) diisturunu totbiq edirler. Tutaq ki, [a,b] pargasi
.b-a . . . ,
Xj=a+ IT , (l = 0,1,---n) bolgii nogtelari ile n berabar hissays boliiniib (sokil 6.1) ve bu

noqtelerde Y; = f(Xi) qiymotleri melumdur. [Xi Xy ](I = O,L...,n—l) pargalarma (10)

diistu-runu totbiq edek ve naticeleri comloyok. C=X; gotiirsok

b b—
[ £()dx = Ta[yo + Y+ Y, + ot Yo [+ R,

sag diizbucaglilar diisturunu alariq.

Misal. Asagidaki

2 2
—0.5x dX

1
S=—]e
N2r
miioyyon inteqralini sol ve sag diizbucaqglilar diisturu ile hesablayaq. Asagidaki fragmentde
ovvolce inteqralalti f(X) funksiyasi, bolgii nogtelerinin say1 (n) inteqrallama pargasinin

uclari (@ ve b) verilmisdir. Verilonlore gore 4 addimi ve [a, b] pargasinda f(X) funksiyasmin

qiymatlari hesablanmigdir. Riyazi simvollar cadvalinin kdmayi ile sol ve sag diizbucaqlilar

diisturlar1 yazilmigdir. Hor bir diistur ile hesabat naticelari aks olunmusdur.
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Iﬁ Madn MNpaeka [MpocoTp BoTaeka dopMaTHpoBaHMe MaTemaTHika  CHMBONME

NEE SR Y o=
|N|:|rmal j].ﬁ.rial jhﬂ j B 7
1 gl n = ald a=10 bh=72
fix = [\ﬂ].e . e
n
i=0.n +
y=a+h i
¥y = £l

n-1
Seol=h- ) y  Ssol= 04778246869
i=n0

I
Ssag=h- >y Ssag= 04766743492

i=1

Sol diizbucaqlilar diisturu ilo hesabat blok sxemi sokil 6.2-do verilmisdir.

Duzbucaqghlar
dusturu

N x=a-+ti-h

s=s+f(x)-h

\/

Sokil 6.2.
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Ogor funksiyanin ikinci tortib tdremasinin [a, b] par¢asinda an bdyiik qiymstini M-lo isaro

etsok, qaliq haddini asagidaki kimi yaza bilerik.

M = )rl][g.’)é]‘ f ”(X]

1 3 M 3
= f" b- < b—
o rb-af <M p-a)

Asagidaki fragmentds funksiyanin ikinci tortib tdromesi hesablanmis, onun miitloq

qiymetinin qrafiki qurularaq, maksimumu (M=0.4) mieyyen olunmus vo xota (R)

qiymatlendirilmisdir.
dﬂ
2= = —Eﬂ:xj x=0,01.2
e
0.4
farx 0.2
 EEEEEEEEER PR
Y
=04 .
_ (h— a)
R=M 3 R = 0.0000000006
24 - n

Trapeslor diisturu

(8) diisturundan gériiniir ki, [a,b] pargasinda funksiyanin iki X,=a veX, =b

néqtelerinde giymeti verilib. (5) —de N=1i=0 vo n=1i=1 giymetlerinde H, vo H;
omsallarini hesablayagq.

HO:(—l)”C_ff(q—O)(q—l)d __@-9 |g:—(o 1j_1

11 2) 2

°> (g-0) 2

Eyni qayda ilo H; emsalin1 hesablasaq, H; =0.5 alariq. Onda (8) diisturu asagidaki

2) 2

sokilde yazilar.

j:f(x)dx ~(b—a)(f(x )H, + f(x)H,) =%(b—a)(f(a)+ f(b)) (11)
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i

i

i

i
O A X1
Sokil 6.3.
Agor Xo =a vo X, =D diiyiin néqtelorinde Laqrajin bir tertibli interpolyasiya ¢oxhodlisini

yazsaq,

X—X X—X
_f 1, f 0
Ll(x) (Xo ) X, — X, + (Xl) X, — X, (12)

vo onu inteqralalti funksiyada nazers alsaq

J.:f(X)dXzJ.:Ln(X)jX:J.:(f(XO) X=X + f(xl) X=Xy )dx =

Xo =% X =Xy

f(xo) (X_Xl)z + f(xl) (X_XO)Z :%(b—a)(f(a)-l-f(b))

Xo—X, 2 X\ =X, 2

a

naticenin (11)-lo eyni oldugunu gorerik. Ogar [a, b] pargast ki¢ik deyilsa, onda bu par¢ani m
boraber hisseys boliib her bir parcaya (11) diisturunu tetbiq etmok olar. Tutaq ki, verilon

parca i addimi ile m barabar hisseys boliiniib.

_b-a

h X, —X =hX,=a,Xx,=b

' N+l

[XO,Xl], [Xl,Xz ], [XZ,X3],---,[Xm_1,Xm] pargalarinin (sokil 6.3) hor birinde inteqralalti

funksiyan1 Laqranjin interpolyasiya ¢oxhodlisi ilo evez edib inteqrallar1 (11) diisturu ile

hesablayib comlayak.

L (x)=f(x) 25 4 £(x )25 (i=04,...m~1)

Xi =X X — X
jb f(x)dx = LO £ (x)dx+ j £ (X)dx+...+ j f (X)dx ~
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~ 2 ;XO (F(x,)+ f (x)+22 ;Xl (f(x)+ f(Xz))+---+%(f(xm—l)+ %)=

:g(f(x0)+2f(x1)+2f(x2)+...+2f(xm_1)+ f(x,))=

_b-a f(x0)+f(xm)+2§f(xi)) (13)

[0 =2 1) 101,235 101 (1)

2m

§6.2-ds verilmis inteqral1 (13) diisturu ilo hesabat bloku asagida verilmisdir.

n-1
h
Htrap = [Ej | [E-fn it Z 3’1} Strap = 04772497631

i=1

Burada inteqrallama addimi, bolgii ndqtelsrinin say1 ve funksiyanin qiymstlori diizbucaqlilar

diisturu ils aparilmis misaldaki verilanlorlo eynidir. ( Trapesiyalar)
diisturu

Trapeslor diisturunda R, (f )qahq haddi

Y
hesablamaq ii¢iin Laqranjin interpolyasiya diistu- i a b, n ;
Y

runda xotanin ifadesinden istifade edek ve

X, =a,X =b h=b-a oldugunu nozers alaq. h=¥; ~f(a)+f(b)

R,(f)= [ (f(x)-L,(x)x= .
b(@( — %, )(x=x )dx = —G’n-f

x=a+i-h
£ b ) S=S+2f(x)
= 2(§)Ia[(x ¥ ) ~h(x—x, ) =
_ f!!(g)_(X_XO)S h(X—XO)Z}b S=_57h_
2 | 3 2 | :

> 3 2 Son
_f"(¢)[ (b-a) (b-a)'|__fr(chb-af .
= _ 3 > = 12 Sokil 6.4.
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Alinmis diisturu [a, b] pragasinin m baraber hisseys boliinmiis ner bir [X, ) X,+1] ( 0%..., n)
parcasina totbiq etsok qaliq hadd asagidaki kimi olar:
o (1) Lo -a)
? 12m?®

Trapeslor diisturu ilo hesabat blok sxemi sokil 6.4-do verilmisdir.

Simpson diisturu

Trapeslor diisturunda [a,b] parcasinda iki diiylin ndqtesine gdére Laqranjin inter-

polyasiya ¢oxhadlisinden istifade etdik. Aydindir ki, diiyiin néqgtelerinin say1 artiqca inter-

polyasiya ¢oxhadlisi ile interpolyasiya zamani xata azalacaqdir. Nyuton-Kotes diisturunda

N=2 gotiirsek, [a,b] parcast iki beraber hisseye boliiner ve interpolyasiya addimi

h=2"2 olar. Diiyiin ndqtalerini X, =a, X, =aT+b,X2 =b gobul etsak, (6) diisturu asagidaki

sokilde yazilar.
J.: f (X)dX z(b - a)( f (Xo)Ho +f (Xl)Hl + f (Xz )Hz)

olar. Hy, H,, H, omsallarmni hesablayaq.

Ho =02 j( la- 1Xq da-2a-2)yy, j(q ~3q-+2)dg =

3 2
1 q__ﬂ+2q :1@_ jzi
403 2 , 43 6

2 1
Eyni qayda ile hesabatlar aparsaq H, = g H, = 6 alariq. Bu qiymstleri nazore alsagq:

[ £ (x)ex z(b—a)(% £(%,), +§ f(xl)+% f(x,) =

=02 (1) 41 05) 15 )= g(f() 4f(a;bJ+f(b)J (1)

Bu diistur Simpson diisturu adlanir. Bu noticoni inteqralaltt funksiyan1 X, =a,

X, =a%b,xz =Db diyiin noqtelerinde Nyutonun birinci interpolyasiya ¢oxhadlisi ilo evez

etmakls do almagq olar.
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P, ()= 1 xp)+ A0 () A F0G) 6y x)

1th 2kkh?
[ f (x)x = [P, (x)x = ["(F (%) + Af(x)(x—xo)+Af( )(x X, )(X = X, —h))dx =

-t )o-a)+ AL BT +A2;f§°)[(x‘;0) nbxl .

:g(f( a)+ 4f(a;bj+f(b)j

yn

S

B (x)
0 'lei ')Ici+l '!xi+2 36

Sokil 6.5.
Ogor diizbucaqlilar(10) ve trapeslor(11) diisturlar ile miioyyen inteqralin hesablanmasinda
[a, b] pargas1 boliinmiirdiise, Simpson diisturunda verilen parga iki baraber hisseye boliindii.

Buradan bels bir naticoyo golirik ki, miioyyen inteqralin hesablanmasinda deqiqliyi artirmaq

liclin [a,b] pargast ciit sayda (2m) kigik pargalara boliinmslidir. Bu halda [X,,XHZ]

pargasinda (sokil 6.5) X, X;,1, X, diiyiin noqtelari li¢iin (14) asagidaki kimi yazilar.

Xi12

Fx= S(F(0) 47 )+ F(x,.) @5)

Xi

Ogor her bir [Xi ) Xi+2](i =0,24,..2m-2) pargasi ligiin (15) diisturuye yazib comlosak

D ey T

f(x)dng(f( )+ 4T (x)+2F(x,)+4F(x)+2F(x, )+ +4F (X 1)+ F (X))

diisturunu alariq. Burada h= ?
m

117



Simpson diisturu ilo hesabat blok sxemi sokil 6.6-da verilmisdir.
Mathcad sistemindo 86.2-do verilmis inteqral Simpson diisturu ile hesablanmisdir.
Burada inteqrallama addimi, bolgii ndqtelerinin say1 ve funksiyanin qiymstlori diizbucaqlilar

diisturu ile aparilmis hesabatlardaki verilonlarle eynidir.

Simpson
disturu

_b-a
h_2m

S=f(a)-f(b)

Y x=a+i-h
sl=sl+4f(x)
s2=s2+2f(x+h)

-

S=3@ (S+SI1+52)

Son

Sokil 6.6.

Ovvelco funksiyanm (Y, = f(x,) (i :L2...,2m—1), n=2m) tok ve ciit indeksli qiymot-

lorinin comlori (s1 vo s2) hesablanmigdir. Hesablanmig comlorden istifade ederak Simpson

diisturu ile miisyyen inteqralin qiymati tapilmisdir. Hesabat bloku asagida verilmisdir.
i=13 . n-1

gl = Zyi
i
i=2,4. n-2

sd = Zgri
i

h
dsimp = [Ej-{yn+3rn+4-sl+2-52]|

Seimp = 04772405621

2
J i) dx = 04772492681
1]

am

Press F1 For help.

« Mathcad Npodeccko, .. il Mo# koMnetoTep
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Mathcad sisteminde miiayyen inteqralin hesabati liclin nezerde tutulmus obyektdon istifade
edorok 86.2-do verilmis inteqral hesablanmigdir. Sol ve sag diizbucaqlilar, trapeslor vo
Simpson diisturlart ilo miioyyoen inteqralin hesabalnmis qiymstlori bu qiymstle miiqayiso
olunmugdur. Hesabat naticelarindon goriiniir ki, Mathcad sistemindaki naticalor ilo Simpson
diisturu ile alinmis naticaler eynidir.

Simpson diisturunun xotasi

R(f)=-1 = (4)9% L

diisturu ile qiymstlondirilir.

10-cu movzu 9dadi diferensiallama

Tutaq ki, f(X) funksiyasi [a,b] parcasinda X, ¥; = f(X), (i=012....,n) giymot-
lori ile codval goklinde verilib. [a, b] par¢asinda funksiyanin tromasi ii¢iin toqribi analitik
ifade tapmaq toleb olunur. Bu halda, yoni funksiyanin tGromasi tli¢lin analitik ifade malum

oldugda cadvelde olan X (1=012....,n) vo codvelde olmayan VXE[a,b] noqtosindo

funksiyanin toremasini hesablamaq olar. Malumdur ki, Y = f (X) funksiyasini
f(x) =0(x)+R(x) (16)
soklinde gdstermoak olar. Burada (,D(X) interpolyasiya ¢oxhadlisi, R(X) ise interpolyasiya
diisturunun xatasidir. (16)-nin har terafinin m tertib téromasini tapaq.
£ (x) = 9™ (x)+R™(x)
Funksiyanin m-ci tertib toremasi evezine interpolyasiya funksiyasinin m-ci tortib tdromasini

gotiirok veo forz edok ki, R(X) funksiyas1 cox kigikdir. Yiiksek tertib toremalar
hesablanarken neazere almaq lazimdir ki, R(X) funksiyas1 ¢ox kicik olduqda bels, onun

yiiksok tortib toromaesi ki¢ik olmaya bilar. (,D(X) interpolyasiya funksiyasi @vezine Laqranjin
ve Nyutonun interpolyasiya ¢oxhadlilorinden istifade edok.
I (,D(X) funksiyas1 kimi, diiylin noqteleri ixtiyari oldugda Nyutonun interpolyasiya
coxhadlisini gotiirak.

P00 = 9(X) = 9(%) + [Xo XX = 30 )+ [%: 5%, Jx =, Nx = %)+

07 %% JO0 =36 ) (X = ok =3 ) [t 0, [ = S = ) (= %, )
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f'(X) ~ ¢'(X) = [Xo;X1]+[X0;X1;X2 ](ZX_XO _X1)+[X0;Xl;XZ;XS]((X_Xl)(X_XZ)

n-1 n-1
(X =Xp) (X=X,) + (X=X )X =X,)) + oo [Xo3 05, DD ([T (X = %))
e
Qaliq haddin téremasini qiymatlondirak.
f (n+l) n
Rn(X)— Z(H( —X;)
i=0 J¢|

Eyni qaydaile Y = f(x) funksiyasinin 2-ci, 3-cii, tortib toremalari hesablana bilor.

I1. Oger toromanin hesablandigl noqte [a, b] pargasinin avvealinds yerlasorss, Nyutonun

1-ci interpolyasiya diisturundan istifade daha slveriglidir.

£(x) ~ P, (x)=P, (x, +qh)= yo+iq+ y°q(q “1)+ y°q(q (-2 +...

+ 252 4(-1(@-2(a-2)...-n+D)

df (x) _ df (X)ﬂ:l df (x)
dx dg dx h dg

oldugunu nazers alagq.

oo LA A K'Yy a2 AYo (03 o2
f(X)~H(T+T(2q_1)+T(3q —6q+2)+T(2q —gq +1lq—3)

n 1
f (x)zF(Azyo+(q—1)A3yo+(6q2—18q+11)A“y0+---)

Funksiyanin téroemasini dilylin noqtelerinde hesabladiqda bu diisturlar daha da sadsloser

(q=0).

1 Ay, Ay, Ay
f'(x) = =(Ay, ——2° 0 _ 04
(x) h( Yoo T3 g T )
14 1
f (x)zF(Azyo—A3y0+11A4y0+...)

1. Téromanin qiymati hesablanan ndqte [a, b] pargasinin sonunda yerlagorss, Nyutonun

2-ci interpolyasiya diisturundan istifade daha slverislidir.

A
)R =R )=y, + ot Dot gq 1 Aot g2 .

+ 2% 4(q (@ + (@ +2)-- (@ 1)
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2 3
f'(x) z%(Ayn_l + A ;I”‘z (29 +1)+%(3q2 +60+2)+...)

IV. Lagranjin interpolyasiya ¢oxhodlisinden istifade ederok, funksiyanin téremaesi iigiin
analitik ifadeni yazaq:

f (0~ Aa-20a-2)-{a-n)3- (- 1)”'Céf( )

n! ico J-—

dx=hdq oldugunu nezere alag:

r =iy E el [qm Yo-2-0- nq

Toremanin X = X; noqtesinde xatas1 asagidak: diisturla miioyyon olunur:

n—i g (n+1) n(n I)I
R0 = (0" OO

n=2 olduqda funksiyanin téremasi ve tdremanin xatas1 li¢iin ifadslori yazaq:

(9= F()(A-D@-2)~ f(4)20(0-2)+ F(x.)aa-Y

P00 = F)@0-3)- F(4)2a-2)+ F(x,)(29-D)
X=X, =0q=0,
F() =2 (-3 () +4100) = £ () Ri(x) =§h2f'"<«:0)

X=X =0q=]

00 = (-1 00) + F R =~ (&)

=% =02, 1/(6) % (F0) +4F (1) +3 () Ri ) = 7(5)

Eyni qayda ile ikinci, Giglincii vo daha yiiksok tertib toromaler ve onlarin xatalar1 qiymat-

londirile biler.

Qrafik sokildo verilmis funksiyanin diferensiallanmasi

Tutaq ki, Y= f(x) funksiyasinin qrafiki verilmisdir. Qrafikde arqumentin

Xos X1 X5, X3 qiymetlorine uygun néqteleri geyd edok (Ags AL A A;). Qeyd olunmus
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yll

B\(O;f(x)

0O )Ica x& Ms X

B,(0:f(x;) C,

Sokil 6.7.
noqtelerde funksiya qrafikine toxunanlar ¢okek (sokil 6.7). OX oxu iizerinde uzunlugu

vahide beraber OM pargasi ayiraq. M noqtaesinden qrafik tizerinde A, noqtesinde ¢akilmis
toxunana paralel diiz xott gokib, onun OY oxu ilo kesisdiyi By (0, f(X,)) ndqtesini qeyd
edok. OB, parcasinin uzunlugu grafiki verilmis Y = f(x) funksiyasinin X = X, noqtosinde
tdremesinin qiymetine berabordir. By noqtesinden OX oxuna paralel diiz xott gokib, Y = X,

diiz xetti ilo kesisdiyi C, (Xo, f'(XO)) ndqtesini tapaq. Bu qayda ile C;,C,,C,,...

noqtalerini tapib hamar ayri ilo birlesdirsek verilmis funksiyanin tdromasinin grafikini alariq.
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11-ci movzu
ADI DIFERENSIAL TONLIKLORIN TOQRIBI
USULLARLA HOLLI

Osas anlayislar

Serbast deyiseni X, axtarilan funksiya y(X) ve onun y'(X),y"(X),....y™ (X) téremele-
rinin istirak etdiyi
FOG YL Y Y ™) =0 )
miinasibatine N tortibli adi diferensial tonlik deyilir. Qeyd edok ki, bu tenliye X, y(X) veo
onun N-ci tertibden kicik, ayri-ayr toremsleri daxil olmaya da bilar. Diferensial tonliye da-

xil olan on yiiksok tortibli téromenin tortibine diferensial tonliyin tortibi deyilir. Ogor (1)

tonliyini y‘”) (X) -0 nazeron hsll etmak, yani onu

y(n) (X) =f (X1 Y, yr““,y(n—l)) (2)
soklinde yazmaq miimkiin olarsa, onda axirinci tonliye yiiksok tortib toromaye noazeren hall

olunmug N tartib diferensial tonlik deyilir.
F(xy,y)=0 ©)
tonliyi birtortibli adi diferensial tonlik adlamir. Aydindir ki, F(X,Y,Y’) funksiyas: X, y(x)
doayisenlorinden birinden ve ya her ikisinden asili olmaya da biler, lakin (3) tenliyinin
diferensial tonlik olmasi ti¢lin Y'(X) -don hékmon asili olmalidir.
y()=f(xy) 4)
soklinds olan tenliye téremays nazeran hoall olunmus birtertibli adi diferensial tonlik deyilir.
(3) tenliyindo yerino yazdigda onu eyniliyo c¢eviron hor bir Y =¢(X) funksiyasi hemin
tonliyin halli adlanir. ©ger (4) tenliyinin halli qeyri-askar sokilde verilorse
D(x,y)=0
Onda bu hslle hemin tenliyin inteqrali, X =X, oldugda ¢(x,) =Y, olmasi sortine baslangic
sort deyilir. Bu sort bir ¢ox hallarda asagidaki kimi yazilir:
Y lxex, = Yo
Torif. Birtortibli diferensial tonliyin imumi holli ixtiyari bir C sabitinin daxil oldugu

elo bir Yy =¢(x,C) funksiyasina deyilir ki: ) C sabitinin istenilen ededi giymetinde hemin
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funksiya diferensial tonliyi 6deyir; ) istonilen baslangic serti, yeni Y(X,) =Y, gotiirdiikde,

C sabiti iiciin elo bir C; qiymeti tapmagq olar ki, ¥ =¢@(X,C,) halli hemin baslangic serti
odasin.

Torif. Y =¢(X,C) iimumi hellinde C sabitine mileyyon C, giymetini vermoklo

alman Y =¢(X,C,) funksiyasina xiisusi hall, ®(X,Y,C,)=0 miinasibetine ise diferensial

tonliyin xiisusi inteqrali deyilir.

Hondosi olaraq timumi holl koordinat mistevisi lizerinde yerlogon ve ixtiyari bir

sabitden (C parametrinden) asili olan oyriler ailesinden ibaretdir. Bu ayrilere verilmis

diferensial tenliyin inteqral oyrileri deyilir. Xiisusi hoalle bu oyrilorden biri, miistovinin

verilmis (X,,Y,) noqtesinden kegoni uygundur.
Kosi masalasi. Verilmis Y'(X)= f(X,y) tenliyinin Y(XO) =Y, baslangic sortini
odeyen Y = ®(X) hellinin tapilmasi moasalasine Kosi moselosi deyilir. Hondoasi olaraq Kosi

masolasinin hallini tapmaq miistovinin (X5 Yo) ndqtesinden kegon inteqral ayrisini tapmaq

demakdir.

Ogor (4)-de f(x,y) funksiyasi RﬂX— Xo‘ < a,\y - yo\ < b} oblastinda kesilmez-
dirso, onda (4) tenliyinin X, noqtesinin (X, —h, X, +h) etrafinda heg olmazsa bir halli var.
f(X,Y) funksiyast
[0y = T3 Yo) < NJy, —

Lipsits sortini 6deyarsa ( N - Lipsits sabiti adlanir) onda (4) tenliyinin verilon baslangic serti
odoyen holli yeganadir. Okser hallarda (4) tenliyinde baslangic sorti 6deyen hallini malum
analitik tsullarla tapmaq miimkiin olmur. Bu halda teqribi hall iisullarindan istifade olunur.
Diferensial tonliyin toqribi hall isullarini sorti olaraq analitik, qrafik ve adeadi tisullar kimi

qruplara boliirlar.

Ardicil yaxinlasma (Pikar) iisulu

Tutaq ki, (4) tenliyinin M (X5 Yo) noqtesinin yaxin otrafinda yegans holli var vo
Y(XO) =Y, baslangic sertini ddeyen halli axtarilir. X = X; oblastinda (X < X; oblastinda

analoji olaraq qurulur.) (4)-iin har terofini Xy-dan X-s goder inteqrallayaq:
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[y 9dx= [ £(x,y)dx= y() - y(x,) = | f(x y)dx

Baslangic sorti nozears alsaq
Y() = Yo+ [ £(x y)dx (5)

inteqral tenliyini alariq. Ona gore ki, axtarilan y(X) funksiyas1 hem de inteqralalt
funksiyada istirak edir. Aydindir ki, (5) hem (4) tenliyini, hem do baslangic sorti 6doyir.

(4) tonliyinin hsllini tapmaq ii¢ilin ardicil yaxinlagsmalar quraq. Birinci yaxinlasma kimi

Y(X) =Y, gotiirok ve (5)-de inteqralalt: funksiyada bu giymeti nezere alaq:
X
Vi (X)= Yo + [ £ (%, Yo)dx
%
Alinmis yl(x) yaxinlagmasini nozere alsaq
X
Y200 = Yo + [ f(x y,)dx
X
yaxinlagmasini alariq. Bu qayda ile prosesi davam etdirsek
X
Yo(¥) = Yo+ [ £ Y, 1)
Xo

ardicil yaxinlagmalarini qura bilerik. Nezeriyyeden mslumdur ki, inteqralalti funksiya
Lipsits sortini 6doyorsa, [Xo Xo T h] pargasinda Y, (X) funksiyalar (4) diferensial tonliyinin
qoyulan baslangic sertini 6deyen halline miintezem y1gilir:

limy, (x)=y(x)

Mathcad miihitinde miieyyen ve qeyri- miisyyoan inteqrallarin hesablanmasi iigiin  xiisusi
obyektlor vardir. Bu obyektlordon istifade ederok birtartibli diferensial tonlik iigiin Kosi

masolasinin ardicil yaxinlagsma iisulu ils hallini tapmaq ve qgrafiklerini qurmaq olar.
Tutaq ki, Y =f(XY)=X=Y diferensial tonliyinin y(0)=1 baslangic sertini

O0doyen hallini tapmaq lazimdir. X=0, Yo =1 baslangic sertlerini nozere alib, birinci

yaxinlagmani tapaq:

V. (X) =y, + _[ f (X, yo)dx=1+_[(x—1)dx=1+%x2 —X
Xo 0
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Eyni qayda ile birinci yaxinlagsmani nezers alsaq, ikinci yaxinlagmani tapariq:

Y,(X) =Y, +I f(x, yl)dx:1+j(x—1—%x2 + x)dx:l—%x3 —X+ X
Xo 0
Bu prosesi davam etdirsak

¢ ¢ 1 1 1
X)=vy,+ | F(xy,)dx=1+[(Xx=1+=x3+x=x?)dx=1—-x+x* == x> +—x*
Y2(¥) =Y, X{( ) !( - ) Ay

1 1 1
X)=1-X+x>—=x+—x*——x°
Ya() 37 127 120

Yo (X) =1-x+x° e Ly Ly Ly

—X
3 12 60 720

y6(x):1—x+x2—lx3+ix“—ix5+ Lo Ly
3 12 60 360 5040

yaxinlagsmalarini alariq. Bu yaxinlagsmalarin ifadslerinin tapilmasi ii¢iin he¢ bir proqram
tortibine ehtiyac yoxdur. Proqrami Mathcad sisteminin 6zii tortib edir. Ogoer diferensial
tonliyin sag torofini doyissek, aparilan hesabatlarda deyisilocekdir. Biitiin yaxinligmalarin
alinmig ifadslorinin grafiklerini eyni bir koordinat miistovisinde qurmaq ti¢iin Mathcad
sisteminds nazerdo tutulmus obyektdon istifade edok. Alinmis yaxinlagsmalarin isarelondiyi
funksiyalar1 ordinat oxunda nazerde tutulmus yerde yazaq ve arqumenti baslangic qiymatin
yaxin otrafinda ki¢ik addimla doyisok.
x=0,01.1

12

""" I

0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0g 0.9 1
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Qurulmus qrafikloerden goriinitir ki, ardicil yaxinlagmalarin say1 artdiqca alinmig yaxinlas-
malar daqiq helle yaxinlagir. Tortib olunmus hesabat bloklarindan istifade ederok, basqa

diferensial tonliklor de ardicil yaxinlagsma iisulu ile hall edile biler. Bunun {giin yalniz
diferensial tonliyin sag torofi, F(XY) in ifadesini dayismok kifaystdir.

Eyni qayda ilo diferensial tonliklor sistemini ardicil yaxinlagmalar disulu ilo hall
etmak olar.

%: 06,00, Y,(0)
X

%: ACSACEA)
X

diferensial tonliklor sisteminin
{yl(xo) = yf
Y2 (%) = yg
baslangic sortini 6deyen hollini ardicil yaximlagsma iisulu ilo tapmaq fgiin asagidaki

isarolomalari aparaq.
AW _{ fm)J Y = ylo f _(fl(xi y11Y2)j
oy 010 |t
2 Y2 2(X, Y1, Y2)

X [RACSAALY
[ 100y y,)dx=|

[RACAAAL
X

Y™ 2y 4 j f(x,Y ™)dx

Xo
Alinmis distur ile ardicil yaxinlagmalar qurularaq diferensial tonliklor sisteminin hallinin

toqribi analitik ifadesi yazilir.
Eyler iisulu

Ardicil yaxinlasma iisulunda her bir yaxinlasmada miioyyen inteqrallar hesablanir.
Oksoer hallarda miieyyen inteqrallart deqiq tisullarla hesablamaq miimkiin olmur vo taqribi
isullardan istifade olunur.

Tutaq ki,
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y'()=1(xy) (6)
diferensial tonliyinin Y(X) =Y, baslangic sertini 6doyen hallini [a,b] parcasinda tapmaq

tolab olunur. [a, b] parcasini N addimi ile N beraber hisseye bolok:
b-a -
h=——x =X,+ih,(i=012...)
n
[Xk : Xk+1] pargasinda (6) tonliyini inteqrallayaq.

Xk+1 Xi+1

[ yeodx= [ f(xy)dx

X1 X41

= 10N = y(xe)=y(x)+ [Feyde @)

Xy X

y(x)

[Xk , Xk+1] parcasinda f (X,Y) funksiyasmim giymetini sabit, (X,,Y,) noqtesindeki giymetina
boarabar gotiirsek (7) asagidaki kimi yazilar:

Y(Xk+1): Y(Xk)"' f (X, V) X =% ) =YX )+ (X, y)h (8)
(8) (X.,Y,) noqtesinde (6) tenliyinin Y(X) helline ¢okilmis toxunanin tenliyidir. Sanki
[Xk » Xy +1] pargasinda (6) tenliyinin holli, abisisi X olan noqteds ¢okilmis toxunana paralel
\C) (Xk , yk) noqtesindan kegon diiz xatt pargasi ilo ovez olunur. Naticods halle yaxin siniq

xotlori aliriq ki, bu siniq xatte Eyler simq xatti deyilir. X,,; —X, = h oldugunu nazere alsaq

vo sado isarelomslorden istifade etsok, hesabat diisturlarini asagidaki sekilde yaza bilerik:

Yir = Yi + F (X, yidh
. XYy : . , . y .
Misal 1. y =? diferensial tonliyinin Eyler tisulu ilo X =0, y(0) =1 baslangic sertini

ddeyon hellini [0,1] pargasinda h=0.1addimu ilo tapag.

fx,v) = (x;:’ =0 wy=1 k=01 Tl
i=1.10
[ % ] [ x1 + b ] 0.25(x)"
= _ T = e
¥i Fie1 + b flx1.¥m)
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o 8] o
o u] 1] 1 o 1
1 |01 1 1 1 11.0025031276
2 | 0.2 2 1.005 2 |1.0100501671
3|03 3 1.01505 3 |1.0227550342
x= |2 |04 ¥ = 4 1.03027575 z— |2 [1.0408107742
o |05 o 1.050881265 9 |1.0644944529
B | 0.6 B | 1.0771532966 B |1.0941742837
T |oT 7 | 1.1094678955 T 1.13032191201
8 |08 2 |11.1482092719 g 1173510871
9|09 9 1 1.1942312427 9 |1.2244600251
10 1 10| 1.2479716487 1011.2840254167

25 .
funksiyasidir.

Verilon diferensial tonliyin baslangic sertini 6deyen deqiq helli Z = e’
Tortib olunmus hesabat blokunda avvalce ilkin verilenlar, Eyler tisulu ilo hesabat alqoritmi
iso siitun vektoru sokilinde yazilmigdir. Miiqayise ii¢iin alinmis toqribi hall ile yanasi, doqiq

heallin giymatleri ve asagidaki sokilde grafikleri verilmisdir.

13 T T

I I I I
s 0 1 4 § E 10

Qrafikden goriintir ki, doqiq vo toqribi hsll arasindaki forq baslangicdan kenarlagdiqca
boyiiyiir. Eyler tisulu ilo hesabat blok sxemi asagida verilmigdir (sokil 7.1):

Eyler Usulu

y=y+hfix,y)
x=x+h

X,y

Sokil 7.1.

Eyler iisulu ilo diferensial tonliklor sisteminin taqribi hallini tapmaq miimkiindjir.
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dy,

&— fl(X’ yl’yz)
d
%Z f,06 Y1, Y,)

diferensial tonlikloar sisteminin
{W(Xo) = Y10
Y, (Xo) = yg
baslangic sortini 6deyon teqribi halli asagidak: diisturlarla tapilir.

(k+1) _ (k) &) ,K)
{J =y 1+ h* £ (%, v, yP)
k+1 k k k
$ =y +h* f,(x, v19, y59)

Misal 2.

dy _x*+y?+7°

dx 10
Q_H y+12
dx

diferensial tonliklor sisteminin X =0, Y(O) =0, Z(O) =1 baslangic sertini 6deyen hallini
[0,0.8] pargasinda h=0.1 addim ile tapaq. Mathcad sistemindo tertib olunmus hesabat

blokunda diferensial tenliklor sisteminin sag tereflori uygun olaraq f(X,Y,z) veg(x,y,z)

funksiyalart ilo isare olunmus, baslangic sort ve Eyler iisulu ilo hesabat alqoritmi yazilmigdir.

Hesabat noaticelori X,Y voaZ siitun vektorlarinda aks olunmusdur.

I: 2 + 2 i 2|
fix.y.2) = % gx.y.E =x+y+z
=0  y=0 5= hi=01
il B

i X+ h

i |=| vicr+tho flmg.wo.m)

% i +heoglnog.Fie1me)
0 i 1
0.1 001 1.1
02 0.022201 1.221
03 00375143388 1.3653201

x=| 04 = | nos7oesants z=| 15356035430

0.3 00822827535 1. 7348702385
06 0.1149482763 1 9665261977
07 01573549659 2.23473964
0sg 02124431224 2543949101
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Qeyd edok ki, Eyler tisulunun dogigiliyi h addimi ile miieyyen olunur. h addimim kigik

gotiirdiikdoe ise hesabatlarin hacmi bdyiiyiir.

Runge-Kutt iisulu

Tutaq ki, (6) diferensial tonliyinin Y(X,) =Y, baslangic sertini 6deyen hallini [a, b]
pargasinda tapmaq toleb olunur. Qeyd etdik ki, bu hollin tapilmasi mustevinin (XO, yo)
ndqtesinden kegon inteqral oyrisini tapmaq demakdir. [a, b] parcasimt N addimi ile N
boraber hisseyo bolek. Runge-Kutt tisulunda da Eyler iisulunda oldugu kimi hallin X

noqtesindaki Y, qiymati Y,_; ndqtesindoki qiymate osasen tapilir.

Vi = Yea TAY

Ogor axtarilan funksiyan1 X ndqtesinin N otrafinda Teylor sirasina ayirib, dérdiincii tertib

toromoye qoder hadleri gétiirsok AY artimini tapa bilerik:

h? h? h*
Ay = y(x+h) = y(x)=hy'(x) oYV 00+ Y 0+ y@(x) ©)

Burada Y(X) funksiyasmnin téremseleri (6) tenliyini diferensiallamagla alinir. Isbat olunub ki,

AY; artimim hesablamagq ticiin f(x,y) funksiyasinin téremseloarini hesablayib (9) miina-

sibati ilo tapmaq avezind bu funksiyanin dérd noqtods hesablanmis qiymatlorine asasen
1 . . o
Ay, :E(kll +2K, +2k; +K;)

diisturu ilo hesablamalar aparmaq olar. Burada K; (i =1,2,3,4) omsallart asagidak: diistur-

larla hesablanir:

i i h ki
k; = hf (Xi’Yi)’kz =hf(xi +§,yi +71j
3 =hf[xi 2 +k7jk it (x +h,y, +K!)

86.3-doki misall Runge-Kutt Gisulu ilo hall edilmisdir. Mathcad sisteminds tertib olunmus

hesabat blokunda ovvelco diferensial tenliyin sag terafi vo bolgli noqtelerinin say1
verilmisdir. K; (i =1,2,3,4) omsallarmmn her birinin hesabat diisturu yazilmisdir. Baslangic

sort vo Runge-Kutt tisulunun alqoritmi siitun vektoru sokilinde verilerak dovr qurulmusdur.

131



Diferensial tonliyin basglangic sertini 6deyen teqribi holli (y) ve deqiq healli (y1) cedvel

sokilinde oks olunmusdur. Daqiq halli

Eyler ve Runge-Kutt iisullart ile alinmis teqribi

hoaller ilo miiqayise etsok gorerik ki, Runge-Kutt {isulu ilo alinmis hell, daqiq helle daha

yaxindir.

kKil(x,v) = h -
K2(x,3) = h-
KECx, v = k-
kA, v = k-

£33 = Zx

¥  hi=01 10

iz, 30

fix+ 05 kv + 0.5 Klx, v
fie + 0.5 h.w + 0.5 K20k, 50
iz + b,y + KE0x, 0

W, ) = KL 3 + 2 - K2(, 3 + 2 - 1505, 3 + (L3
m)=(7)
“

i=

(

a {5 4

ho+ o

[ x ] *i-1

= 1 ;

Vi ¥i1 + (g) R A
o o 1]

o ] o 1 a 1
1 oA 1 1.0025 1 1.0025
2 (0.2 2 [1.01005 2 |1.01005
3 o3 3 1.02276 3 |1.02276
s |4 |04 s |4 [10s081 ], _[4 [1.0408
S5 | 0.5 5 [1.06449 5 |1.06449
6 | 0.6 6 (1.09417 6 [1.09417F
v o7 T 1.13032 7 |1.13032
2 (0.8 2 [1.17351 g |1.17351
9 (0.9 9 [1.22446 9 |[1.224485
10 1 10| 1.28403 10|1.28403

Runge-Kutt iisulunun hesabat blok sxemi sokil 7.2-do verilmisdir.

kl1=hf(x,y)
k2=hfx+ 5 y+5)

- h k2
k3=hfix+%.y+5)
k4=hf(x+h,y+k3)

|

k= L1+ 2k2+2k3+k4)

y=y+k
x=x+h

X,y

Sokil 7.2,
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Nozoriyyadon moalumdur ki, yiiksek tortib toromoeye nozeren hsll edilmis n tortibli adi
diferensial y™ = F(X, VA y(n_l)) tonliyi ovezlemelerin komeyi ile n sayda birtertibli
adi diferensial tonliklar sistemine gatirilir.

y'=y,

Yia = F0CY Vi Vo)
Masolen, y”=f(x,y,y’) ikitertibli diferensial tonliyinde y’=z qobul edok. Onda z'=y”

olar ve asagidaki iki birtertibli tenlikleri alariq: y’=z vo z’=f(x,y,z). Bu halda Kosi

masalosinds baslangic sortlor y(xo)=yo, z(x0)=zo kimi olur.

Tutaq ki,
d
d_{(l = fl(X’ Y1, yz)
d
% = fz (X’ Y1) yz)

diferensial tonliklor sisteminin

{yl(xo) =y
Y, (Xo) = yg
baslangic sertini 6doyen teqribi hallini tapmaq teleb olunur. Runge-Kutt iisulu ile toqribi

holl asagidaki

1 =y + Ay
v =y +ayy

diisturlar1 ilo tapilir. Burada Ayli,Ay;,(i =1,2,3,4) asagidaki kimi hesablanir.

Ayli:%(kli+2k;+2k;+kj) Ay;:%(|;+z|;+z|;+u)

kli - hfl(xi ! yli’ yi2 )’ Ili = hfz (Xi’ yli, ylz ),

i h o kil i ok
k, = hf(xi +E’ Y1 +?1’ Y> +§J, l, = hfZ(Xi’yl "‘?1, Y2 +—£}
T L yi+k—; y! +£ Il =hf | x., V! ke y! Lk
s AT T T 3 2| T 1T Y T

k, = hfl(xi +h,y, +Kj,y) + IS') I} = hfz(xi YLK Y +I3)
Miixtolif odebiyyatlarda
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%zmx—y—(xz +y?)X

dt
dy 2,2
L =my+x—(x*+
at y (X" +y%)y
Van-Der-Pol tonliyinin
{X(O) =0
y(0)=1

baslangic sortini 6deyon holline baxilir. Mathcad sisteminde bu tonliyin teqribi hallinin

Runge-Kutt iisulu ilo tapilmasi {igiin hesabat bloku asagidaki kimidir.

m=-01 h=01 n=410

fit,e,y) =m x-y- [x2 + 372] 1 ghay =my+i- i+ 372' -y
_______________________________________________________________________ i
kit xy) =h-fit,xy Ut,xy =h gty
Kty =h 405 hx+ 05Kt ey 4 03 Uity Biay=h gt 05 hx+ 03Kty v+ 03-Ul,5y)
Kty =h fit+03- hx+ 03 Bty y+03 - Biteyn Oty =bh gt+03 b+ 0500y, y+05- 1,0y
B xy = he f(b 4 b+ 1805y, v + B0y Wiy =he g+ b+ By, v+ B,y

Wiy =ity +2- Etey+2- By + 8ty ey =00y +2- Bty +2- Bty + Wiy
Hesabat blokunda avvelce m-parametri, hesabat addimi (%), hesabat noqtelarinin say1 ()

diferensial tonliklar sisteminin sag toraflari f (t, X, Y) vo( (t, X, Y) funksiyalar1 verilmisdir.

k} ,l} (] =12,3,4) omsallar: hesablanmis ve diferensial tonliyin halli {igiin baslangic sortlor

verilerak dovr qurulmusdur.

ta 0
Xn = il
o 1
i=1.1n
t'.i.—l + h
et o K(tiq.%1.%i-1)
X = &
¥i Ut 1.%-1.55-1)
i1+ 3

Hollin grafikleri asagidak: kimi olar.
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m parametrini doyismoakle Van-Der-Pol tonliyinin miixtalif hollerini almaq olar. Boazi
hallarda diferensial tonliyin faza mistevisinde trayektoriyalarini qurmaqla hellin
dayanighgmi todqiq edirlor. Asagidaki fragmentdo Mathcad sisteminde  holl faza

miistovisinds qurulmusdur.

¥i

o /’;5\
-6 N4 -1).2 \-::_..--'j ny o] 4

\_______,,,-/

My
Runge-Kutt tisulunda hesabatlarin ¢otin olmasina baxmayaraq Eyler tisulu ile miiqayisede

daqiqlik yiiksekdir ve hesalama addimimin dordiincli qilivvati il (h4) miiqayiso olunur.

Alqoritmin blok-sxemi asagidaki kimidir (sokil 7.3):
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X0.Y0,20, Xoh

n=(x-xg)/h I

t

i=0, n-1

+.
K ve L-in
hesablanmasi

A |

Yier=yrtK
Zisr=z:+L

l

Xiny=xi+ h

Y

Sokil 7.3.

Mathcad sisteminde diferensial tonliklor sisteminin holli {i¢lin (Kosi measalesinin halli)
miixtolif standart funksiyalar iglonmisdir. Rkfixed (y0,t0,t1,n,d) ve Rkadapt (y0,t0,t1,n,d)
standart funksiyalarinda Runge-Kutt tisulundan, Bulstoer (y0,t0,t1,n,d) standart funksi-
yasinda iso Bulirsa-Stera iisulundan istifade olunub. Bu standart funksiyalarda tO serbast
doyisenin baslangic qiymsti, yO axtarilan funksiyanin tO aninda baslangic qiymsti (siitun
vektoru soklinde), tl-serbast doyisonini son qiymati , n- hesabat ndqtelerinin say1, d-dife-
rensial tonliklor sisteminin sag torofi (siitun vektoru soklinds) isare olunmusdur. Asagida
tortib olunmus hesabat blokunda Van-Der-Pol tenliyi Rkadapt (y0,t0,t1,n,d) standart
funksiyasindan istifade edilorek hall edilmis ve hall faza miistovisinde qurulmusdur.

o= 0.5

W3 W
. [ D] - :=|: m-xu—xl—l:l::-xn_;lz+ I::-le-'Iz:I-xD :|
1 m'1€1+xu_|:|:_xﬂ.] +|:_x1;|:|-x1

= = Bkadapt(x,0,20,100,dD n=>0.93
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12-ci movzu Adi diferensial tonlik ii¢iin sorhod mosalosi

Malumdur ki, N tertibli adi diferensial tonliyin iimumi hallinde N sayda ixtiyari sabit
istirak edir. Bu sabitlorin birqiymatli miioyen olunmasi iigiin tenliyin axtarilan hslli ve
toremslorinin {lizerine tenliyin tertibi sayda xatti asili olmayan sertler qoyulur. Ardicil
yaxinlagma, Eyler vo Runqge-Kutt iisullarinda baslangic serti 6deyon hallin tapilmasina (Kosi
masolasi) baxdiq. Bu sertlorde sorbest deyigenin yalniz bir giymatinds axtarilan funksiya ve
onun toremsalari iizerine sertler qoyulurdu. Praktik meselalerde adi diferensial tenliyin
helline arqumentin baslangicdan forqli ndqtelerds do miioyyen sortler qoyulur. Belo sortloro
sorhad sortlori deyilir. Diferensial tenliyin

sorhad sortlorini 6deyon hsllinin tapilmasina y

sorhod messlesi deyilir. Praktikada ¢ox rast B \ M

golinen boazi serhad sortlerine baxaq. y N

Tutaq ki, ikinci tortib tdromeaye naze-

ron hoall olunmus

y'=f(xy,y) (10

adi diferensial tonliyi verilmisdir.

Misal 1. (10) tenliyinin [a,b] parga-

sinda y(x)|x=a= A y(x)|x:b= B sortlorini dde- Sokil 7.4.
yon hallini tapmaq teleb olunur (sokil 7.4).
Bu hendesi olaraq miistevinin M(a; A) Vo N(b;B) ndqtelerinden kegen hallin tapilmasi
demokdir.
yn
Misal 2. (10) tenliyinin |a,b]
pargasinda y'(X)|,_,= A y'(X)|,,=B sortlo-

rini 6deysn hsllin tapilmasi teleb olunur

(sokil 7.5). Bu absislori X=a vo X=D
olan noqtolerde axtarilan hoalle ¢okilon

toxunanlarin OX oxunun miisbat istiqgamati

ilo emolo gotirdiyi bucaqlarm o = arctg(A) o) 5 "%

vo B =arctg(B) olmasi demokdir. Sokil 7.5.
Misal 3. (10) tonliyinin [a,b]

pargasinda y’(x)|x:a=A, y(x)|x=b= B sortlorini 6deyon hollin tapilmasi teleb olunur (so-

137



kil 7.6.). Bu miistovinin M néqtesinds ¢okilen toxunanin bucaq emsalmin A -ya baraber ve
N(b; B) noqtesinden kegon hollin tapilmasi demoekdir (Eyni qayda ile Y(X)|X:a= A,
y'(x)|x=b: B serhad serti izah oluna biler). Baxilan misallarda sortlor hsllin axtarildigi

parcanin iiclarinda verilirdi. Bu sertloerde parca daxilindeki noqtelerde istirak ede biler.

Maosolon, A

ym —f (X, Y, yr’ y”) B
Diferensial tenliyinin [a, b] pargasinda

y(@)=A y(b)=B,y'(x)=c,x [ab]

sortlorini 6doyen hallin tapilmasi teleb oluna

bilor. Umu-miyyotle serhod sertleri [a,b]

pargasinda yerlogon X, (K =12,...,m) noqtole- “\a
rindo axtarilan hollin vo onun toromselorinin o & b x
qiymati istirak etdiyi (diferensial tenliyin tor- Sakil 7.6.

tibi sayda) xatti asili olmayan qeyri-xotti ton-

liklor sistemi soklinde verilo bilor.

Gy (y(%) Y () y (0 (%) Y (%) Y (%,)) =0, (1=1.2.3)

Ogor bu sort axtarilan funksiya vo onun téremslerine gore xatti olarsa, belo sorhad sortlori

xotti adlanir.

Xotti sorhod moasalasi
(10) tenliyi vo qoyulan serhad sertlori xatti olduqda maselaye xotti serhad masolasi

deyilir. N tortibli adi diferensial tonlik imumi sokilds

Lly]= po(X)y™ + p(x)y "+ + o (X)y + p, (X)y

Lly]=f(x)

kimi yazilir. Burada pi(X)(i =0,1,...,n) vo f(x) funksiyalari [a,b] parcasinda kesilmoazdir.

Forz edok ki, serhad sortlorinde yalniz X=a ve X= b absisleri istirak edir. Belo maselo

ikindqteli serhed mesalesi adlanir. Umumi halda ikindqteli xatti serhed meselesi

Rilyl=7;.(1=12,...n)

Rly]= _n_Zl(ai,- y(a)+ B,y (b)

soklinde yazilir. ¥; =0,(j=12,...,n) olduqda serhed sertlori bircins, oks halda iso geyri
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bircins serhad sertleri adlanir. Burada 7,0 ve B;(j=12,...,n) verilon sabit adedlerdir.
N=2 oldugda y;,0 ve f;(j=12) sabitlerinin miloyyen qiymetlerinde yuxarida verilmis

misallardaki serhad sertlerini almaq olar.

Ikitortibli xatti diferensial tonlik iiciin ikinoqtali xotti sorhad masalasi
Ikitertibli adi diferensial tonliyin baslangic sortlerini ddeyen teqribi hellinin tapilmas:
tisullarindan istifade ederek, serhad maesoelesinin toqribi hellini tapmaq olar. Tutaq ki,

ikitertibli xatti qeyri-bircins

y"+p(x)y’ +a(x)y = f(x) (11)
diferensial tonliyinin xatti qeyri -bircins ikindqtali
{aoy(a)_*_aly,(a) = S1 (12)
Boy(b)+ By (b)=s,

sorhad sortini ddeyen halli axtarilir. Burada p(x),q(x) Vo f(X) kesilmoz funksiyalardir.
ao,al,ﬂo,ﬂ1Qa0‘ +‘O‘1‘ # 0,‘ﬂ0‘+‘ﬂ1‘ # 0), $,,S, verilmis sabit adedlerdir. (11) - (12) messle-

sinin hallini

y =cu(x) +Vv(x) (13)
soklinde axtaraq. Burada u(x)

u”+p(xu’+a(xju =0 (14)
bircins tenliyinin sifirdan forqli halli, v(x) ise

v+ p(xV +glx = f(x) (15)

geyri bircins tonliyin hollidir. Aydindir ki, (13)-lo miiayyon olunan funksiya (11) tenliyini
ddeyecekdir. Ixtiyari Csabiti ii¢iin (13)-iin (12) serhed sertinin birincisini ddemesine baxaq.

o, (cu(a)+v(a))+a,(cu'(@)+v'(@)=s, =

cla,u(a)+oyu'(@)) + av(a)+oyv'(a)=s, (16)
au(@)+ou’'(a@)=0 17)
av(@)+aV'(a)=s,
(17) beraberliklari 6dendikds ixtiyari C ii¢iin (16) sorti 6denacek. Oger
u(a)=key,,u'(a)=—ke,, k=0 (18)
Vo
v(a)=1 v'(a)=0,, # 0 (19)
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gotiirsak (17) beraberlikleri 6denar. Buradan alinir ki, U(X) funksiyasi (14) bircins tonliyinin
(18) baslangic sortini doyon halli, V(X) funksiyast ise (15) qeyri -bircins tonliyinin (19)
baslangic sortini 6deyen hellidir. (18) vo (19) miinasibotlori ilo u(a),u'(a),v(a),v'(a) -nin
secilmasi, (16) vo (17) sortlorinin 6denmasi demokdir. Demsli, ixtiyari C sabiti {iglin
y =cu(x) +Vv(x) funksiyasi [a,b] pargasinin X =a ucunda (12) serhad sortinin birinci
tonliyinin 6denmasini tomin edir. C sabitini elo se¢ok ki, (13) funksiyasi (12) serhad sortinin
ikinci tenliyini 6dasin.

po(culb)+v(b))+ B, (cu'(b) + V(b)) =, =

c(Byulb)+ Au'b) + Byv(b)+ Av(b)=s,
s, (plb)+ )

poulb)+pu'b)
poulb)+ pu'(b) %0 (20)

Demsli (11)-(12) serhod maselasi (14)-(18) ve (15)-(19) kimi iki Kosi masalesine gatirildi.
Qeyd edoak ki, (20) sorti 6dendikds (11)-(12) serhod maselasinin yegans holli var. (14)-(18)

vo (15)-(19) messlalarini toqribi iisullarla hall edib, U(X) \C) V(X) funksiyalarinin cedveal

qiymotlerine goére C sabitinin qiymati nazere alinmaqla (11)-(12) serhad maesslasinin

hellinin cedvalini almaq olar.

Sonlu farglar iisulu

Tutaq ki, (11) - (12) serhad maselasinin [a, b] pargasinda teqribi hallini tapmaq tolob

olunur. [a,b] parcasini N addimi ile N boraber hisseye bolok:

h=2"2 y _x tih(i=012...n)% =ax =b.
n

Bu pargada kasilmez olan p(X), q(x) \C) f(X) funksiyalarmin bolgii ndqtelerinds qiymstlarini
p, = p(x ).q =a(x), f; = f(x)
isaro edok. (11) - (12) serhod mosslesinin halli Y(X) funksiyasini ve onun téromalorini X;

bolgii nogtelerinds qiymstlorini Y, Yi vo Vi ilo isare edib, sonlu forglorls ifade edoak:

y;z%,(i =12,..,n-1),
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Y~ Ai+1hz_Ai _Yin _2h32/i+1 + Y, (i=12...,n-2) (21)
X=X, =a ve X=X, = b noqtelarinds ise birinci tortib toromalari
y1 Yo Yoa— Y
Yo Wa® ”_h = (22)

diisturlari ile evez edak. (21) diisturlarin (11)-ds;

Yio — 2y|+1 + yl Yia —Yi

, +qvy. =f,0=012,...,n-2
h2 pI h qul i ( )
(22) diisturlarini iss (12)-do nazers alsaq
%Yoty h ; Yo Sy
BoYa + By % =3,

xotti tonliklor sistemi alariq. Bu xatti tonliklor sistemindo Y; (i = 0,1,2,...,n) doyisonlorinin
vo tonliklerin say1 N+1-dir. Alinmus tenlikler sistemini sadelasdirek:
(1-hp, +h*q.)y, +(hp, —2)y,,, +V;,, =h*f,(i=01..n-2)
(ha, —a,)y, +au Y, =hs, (23)
= BYoa+ (B, + B)Y, =hs,
N =5 gotiirsek (23) tenlikler sisteminin birinci dord tenliyi asagidak: sekilde
@1-hp, +h?q,)y, +(hp, —2)y, +y, =h*f, =0
(1—hp, +h%q,)y, +(hp,—2)y, +y, =h*f, i=1
@-hp, +h?q,)y, +(hp, —2)y, +Yy, =h*f, =2
@-hp, +h’q,)y, +(hp, - 2)y, +y. =h*f, =3
axirinc1 iki tonlik iso
(hay —a,)y, +ouy, =h-s
— By, +(hBy + B)ys =h-s,

soklinde yazilar. Mathcad sisteminde diferensial tonlik iiclin serhod maesslesinin hallini

misalla izah edoak. Tutaq ki,
y"—2xy' -2y = —-4x

diferensial tonliyinin
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y(0)-y'(0)=0
y(1)=3.718
sorhad sortlarini 6deyen teqribi hallini tapmaq teleb olunur. (11) diferensial tonliyini ve (12)
sorhod sortini verilon diferensial tonlik ve uygun serhod sertleri ilo miigiyiso etsok
verilenlari asagidaki kimi miieyyen edo bilarik:
p(x) = —2x..q(x) = =2....f (x) = —4x
o, =la =-1
B, =Lp,=0,s =0,5,=3.718

n=4 gotliriib [0,1] pargasini dord beraber hissoye bolak. Bolgii ndqgtelerinde sonlu

forq tenlikloerini tortib edok. Asagidaki hesabat blokunda ilkin verilonlar, bolgii noqteleri,

n=4 olduqda, (23) tenliklor sisteminin osas matrisi vo sarbast hadler siitunu iimumi sokilde

verilmigdir.
h =025
= o w o= .25 wy = a.s gy o= a.7s Ky = 1
2
l—pnxon-h+ q|XD|-h p|x0|-h—2 1 o u]
u] 1—p|x1|-h+ c1|x1|-h2 p|x1|-h—2 1 u]
a = 2
u] u] l—plle-h+ q.xzn-h p|x2|-h—2 1
h+1 -1 u] o u]
o o o [u} h
4+
Vg2
Flwg) ™
f'fxl'|-h2
b=
-
f|:x.2.|—h
o
2712 h

Matrisin her bir elementinin hesabat diisturlarini yazdiqdan sonra naticeleri ekranda

oks etdirek. Tonliklor sistemini matris tisulu ils hall edib, hallin grafikini quraq.

0875 -2 1 o ] 0
] 1 2135 1 ] 003
a= ] o 1125 225 1 b | —012s
125 -1 0 o ] 0
] ] 0 0 0325 03
3r=&_1-b
1273
1.591
¥ =| 2069
2742
3718
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H

Qurulmus grafikden goriiniir ki, alinmis teqribi hall diferensial tenlik li¢iin qoyulmiis serhad

sortini 6doyir. Oger serhad sortlorini daha imumi sokilde
{aoo y(a) + amy'(a) + Boo y(b) + 1301y'(b) =S
28T y(a) Toy y'(a) +Pro y(b) + ﬂlly'(b) =3,
yazib, (22) disturlarint nazere alsaq (23) tenliklor sisteminin yalniz axirmer iki tonliyi
doyisecokdir.
(hago — 1) Yo + oY1 + Boo Yo + (NBoo + Bor) Y, =5,
(hayy =)o + Vi = BiYos + (WBy + Biy) Y, =h-s,

Boazi hallarda daqiqliyi artirmaq moaqsadi ilo (21) diisturlar1 avezine

(24)

i Y

2h

diisturlarindan istifads edirlor. Onda timumi sakilde (24) serhad sertlerini nazere alsaq, (23)

' yi+1 - yifl " yi+1 _2hy2i + yi—l ,(l 21’2’"_’n _l)

tonliklor sisteminin evezino asagidaki tenlikler sistemini alariq:

Yiu _zh);i Vi P Yiu ; Yi +qy, = f,@{i=12,..,n-1)
(hagy —ctg) Yo + 1Yy + Boo Yo + (NBoo + Bor) Vo =5y
(hoyy =) Yo + Yy = BiaYos +(WBy + Bi1) Y, =h-s,

Oksaor hallarda xatti serhed maselasinin hallinde qovma iisulundan istifade olunur.

Qovma iisulu
Sonlu forgler tisulu ile serhad messlesinin halli xatti tenlikler sisteminin hollins
gotirilir. (23) tenlikloer sisteminin ©sas matrisinin elementlorinin hesablanmasinda miieyyon
gqanuna-uygunluq var. N boylik oldugda xotti tenlikler sisteminin hslli vaxtaparici

oldugundan onun halli {i¢iin xiisusi tisul islonmisdir. Bu iisul qovma iisulu adlanir. (11)-(12)

messlesinde forz edek ki, p(x),q(x) Vo f(X) funksiyalar1 [a,b] parcasinda kesilmezdir.

Sonlu farqgler iisulunda oldugu kimi [a, b] pargasini N berabar hisseys boliib, bolgili nogtele-
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rinde sonlu forqlerden istifade edorak, sonlu-forq tenliklarini yazagq:

Yieo — i{iﬂ + Y, +p, yi+1h_ Yi +q,y, = fi ,(l =012,...n _2)

hp, -2=m,, 1-hp, + hzqi =n,(1=012,...n—2) isarolomelorini aparsaq, sonlu forq
tonliklori asagidaki sokilde yazilar:

Y +mMY, +Yi, =h*f,(i=01..n-2) (25)
(25)-ds Y;,; doyisenini tapagq:

h’f n 1

{ym T Yy Ve =02n-2) (26)

Tutaq ki, (26) tenliklerinden Y; dayisenlari yox edilib. Onda (26) tenliklerini iimumi sakilde
asagidaki kimi yaza bilerik.

Yia =Ci(d; —Yi.s) (27)
C vo di omsallarini tapaq. 1 =0 olduqda (26)-dan ve birinci serhad sertinden asagidakilart
yaza bilerik:
h*f, n, 1 a,y, —hs,
1= —— Yoo YYo=
m, m, m, a, —ha,
h*f, n, « n h 1
L YW . W T
m, M, o,—Nexy My oy —Nexy, M
o, —ha hs,n
:>y1: 1 0 Sl 0 +h2f0—y2)
m, (e, —ha,)+n,, @ —ha,
o, —ha hs,n )
Burada Cop = - ° d0 =——=——+h f0 (28)
m, (e, —he,) + Ny o, —ha,

isarelomelerini aparsaq, Y, =C,(d, —Y,) alariq. Y; =€, ,(d, ; —VY,.;) miinasibotini (26)-da
nazord alsaq

hf ncadiy | Ny 1
Yin= - + Yia _H Yiio =

m. m. m.

(M, =N )Y, = h? fi—ncidiy -y, =
1

yi+l :m(h2 fi - niCHdH - yi+2) alarlq.
i ivi-1
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1 .
C :m.——nCi_l Vo di =h? fi —niCi_ldi_l ,(I :1,2,...,n—2) (29)

isarolomeloerini aparsaq, Y,,, =C;(d;, —V,,,) miinasibetini alariq. (28)-i nezere almagla (29)
disturlarinin  kémeyi ilo C; ve di (1=12,..,n—2) omsallarmi hesablaya bilerik. Bu
omsallarm hesablanmasi1 diiz gedis adlamir. (27)-de i=N—2 gétiiriib, serhad sertlerinin

ikinci tonliyindon istifade edarak Y, deyisenini tapa bilerik.

_ hSZ +ﬁlcn—2dn—2

B yn—l — —
hﬁo + ﬁl + ﬁlcn—Z

Yo1=Ciz (dn—z - yn) ﬁo Yn +ﬁ1 I h

S2:>yn

Tapilmis Y, deyiseninin bu giymstine, C,_, ve dn—z omsallarinin heablanmis qiymatlorine

a,y, —hs,

qiymetini hesablaya bilsrik.
a, —ha,

goro Yn1,Yn2,YosenY, qiymetlorini ve Yy, =

y,,(i=n,n-1,n-2,..10) giymstlorinin hesablanmasi tors gedis adlanir.
86.5.3-do baxilan serhod messlesinin qovma iisulu ile Mathcad sisteminde hallini

asagi-daki hesabat bloku ile yerino yetirmoak olar.

=4 a=10 h=1
b
P el N ol =1 ol = —1 sl =0
fy o d A0 =2 RO =1 Bl:=0 §2 = 3713
________________________________________ .
i=0.1n

X=a+i-h

my=h - p(y| -2 ni=1-h- p(x) +alx) b
—h- ho-=l -
cg = L) dy = flxg) - 0+ w
[1mg - ol — b o0} + ng - ol ol — k- el
i=1.2
cj = % dy == ) n’ -1y i1 dig 1.273
[my — 1 - oy 1 501
—0.769 ] w=| 2089
c=| —073z d=| -0o&3 2 T2
—0.704 —0.177 5718

Hesabat naticosinds diiz gedisin naticalari ¢ vo d siitun vektorlarinda oks olunmusdur.
Bu noticelore gore tors gedis yerine yetirilmis sorhad sortini 6deyen toqribi hallin (y)

codvali alinmigdir.
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Movzu 13
IKITORTIBLI XUSUSI TOROMOLI DIFERENSIAL
TONLIKLOR.

Osas anlayislar

Fizika ve mexanikanin bir ¢ox masslalerinin todqiqinde riyazi modellor xiisusi
toromeli diferensial tonliklorlo tosvir olunur. Umumiyyetle adi diferensial tonliklorde oldugu
kimi xiisusi toromsli diferensial tonliklorin do ¢ox az hallarda daqiq hallini analitik tisullarla
tapmaq olur. Ona gore do bu tip masalalarin halli li¢lin miixtalif toqribi tisullar islonmisdir.
Sadslik iiciin iki dayisenli funksiyanin istirak etdiyi xilisusi toromali xotti diferensial tonliyo
baxaq. Ogor xlisusi toromsli diferensial tonlik axtarilan funksiya ve onun téremolarine
nozeren xottidirse, onda bu tenliye xetti xiisusi toremeli diferensial tonlik deyilir. Umumi

halda iki deyisenli ikitertibli xatti xiisusi toromali diferensial tonlik asagidaki kimi yazilir:
A(X, Y, +2B(X, y)u,, +C(x, y)u,, +a(x, y)u, +b(x, y)u, +cu=f(x,y) (1)

Burada u,, ,u uw,ux,uy—le axtarilan u(x,y) funksiyasinin x vo y doyisenlarine nazaren

xx s Uy s
birinci vo ikinci tortib tdromsleri isare olunmusdur. Forz edoak ki, (1) tenliyinde istirak eden
A(x, ¥),B(x,y),C(x,y).a(x,y),b(x,y),c(x,y) vo f(x,y) iki deyisenli funksiyalari miioyyen
qapalt oblastda kesilmazdirler. (1) tenliyini eyniliys ¢eviron z = u(x, y) funksiyasi tli¢ dl¢tlii
fozada sothi tosvir edir. Bu sothe inteqral sothi deyilir. Ogor (1) tenliyinde emsallar sabit
adadler olarsa, onda tenlik sabit emsall1 xiisusi toromali diferensial tonlik adlanir.
D=AC-B’

tonliyin diskriminanti adlanir. Diskriminant tenliyin tipini miieyyen edir ve ixtiyari cirlag-
mayan ¢evirmade tonliyin tipi deyismir. (1) tenliyi D > 0 olduqda elliptik, D =0 olduqda
parabolik, D <0 olduqda ise hiperbolik tip tenlik adlanir. Qeyd etdik ki, oksor fiziki pro-
seslor xiisusi toromali diferensial tonliklorlo xarakterize olunur. Maselon, stasionar rejimds,
yoni alave istilik manbayi olmadiqda istiliyin yayilmast asagidaki tenlikle xarakterize olunur:
o’u  o%u
ot oyt

Burada u = u(x, y) funksiyasi 16vhenin (x,y) noqtesinin temperaturunu xarakterizo edir. Bu

0 (2)

tonlikde A=1,B =0,C =1 oldugunu nazere alsaq D =1 0 olar. Bu tenliyin tipi elliptikdir

vo Laplas tonliyi adlanur.
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2
AU=—+ a—l;
oy
operatoru Laplas operatoru adlanir. Laplas tonliyi cox vaxt Au =0 kimi yazilir. Kasilmaz t6-
romalari olan u(x, y) funksiyas1 G oblastinda Laplas tonliyini 6doyirse, bu funksiyaya har-

monik funksiya deyilir.
U (X, y) = ax+by +c,u,(x,y) = xy,us (x, y) = x* - y*
U(X,y) = €Uy (X, ¥) +C, U, (X, ¥) + C3Us (X, )
funksiyalarmin her biri (2) tenliyini 6dediyinden harmonik funksiyadir. Qeyri-bircins Laplas
tonliyi
o°u  o%u
axz+ay2:uxx+uW:Au:f(x,y) 3)
Puasson tenliyi adlanir. Bu tenlik stasionar olmayan proseslords, yoni slave istilik menbayi
olduqda istiliyin paylanmasini xarakterize edir. Aydindir ki, (3) tenliyi elliptikdir.
Istilikkegirmo vo diffuziya meselelorinin riyazi modeli oksor hallarda
ou o°u
—-a’ — =0
ot OX
tonliyi ile yazilir. A=0,B =0,C =-a’ oldugunu nozers alsag, D =0 olar. Tenliyin tipi pa-
rabolikdir. Bu tenliye istilikke¢irms tonliyi deyilir.
ou
B
A=0,B=0,C=1 vo D=0 oldugundan tenliyin tipi parabolikdir. Tenliyin holli(inteqral

0

soth) u = y(p(x)+y/(x) kimi yazila biler. Burada (p(x) \C) l//(X) ixtiyari birdeyisenli funksiya-
lardir.

Fizikada aksar raqs proseslori

o’u  , 0%
2 & o
ot OX

tonliyi ilo xarakterizo olunur. A=1B=0,C=-a® vo D <0 oldugundan tenlik hiperbolik

tipdir. Bu tenliye adoten simin rogs tenliyi de deyilir.

Xiisusi toromali diferensial tonliklorin imumi halda sonsuz sayda hslli var. Oger ten-
lik hor hansi fiziki prosesi xarakterizo edirss, birqiymatli hall liciin alave sortler qoyulma-
ldir.

A(dy)’ —2Bdxdy +C(dx)’ =0

diferensial tenliyi (1) —in xarakteristik tonliyi adlanir. Hiperbolik tenliyin iki haqiqi
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o(x,y)=c,, w(x,y)=c,, parabolik tenliyin bir heqiqi ¢(x,y)=c, elliptik tonliyin iso iki
xoyali xarakteristika ailosi vardir (p(x, y)+il//(X, y)=cl, (p(x, y)—il//(X, y)=c2. Bu

xarakteristikalar malum olduqda xiisusi toromsli diferensial tonliyi kanonik seklo gatirmak

olar.
Elliptik tonlik ii¢iin sarhad sortlori

Miixtolif stasionar fiziki proseslorin tedqiqi okser hallarda asagidaki elliptik tip

tonliyin halline gatirilir. v
A

L{u]=Au+au, +bu, +cu=f(x,y) (4) r
Hollin prosesi birqiymstli, diizgiin xarakterize
etmosi {isiin miisyyon sorhod sortlori veril-

molidir. Qeyd etmoak lazimdir ki, bu tip ten-

liklor tiglin Kosi measalesinin halline baxilmur,

¢linki alinmig hall ola bilar ki, korrekt olmasin. 0 > X
Ona gora do elliptik tonliklor ii¢lin oksor hal- Sokil 8.1.
larda serhad mosslalerinin helline baxirlar.
Tutaq ki, a(x, y), b(X, y), C(X, y), f (X, y) kosilmoaz funksiyalardir.
1-ci sarhaod masoalasi. Tutaq ki, G oblastinin serhaddi I' ayrisi (sokil 8.1) boyunca
kosilmaz (p(P)=(p(X, y) funksiyasi verilmisdir. Elo u(p)= u(x, y) funksiyasi axtarilir ki, G
oblastinin daxili noqtelerinds (4) tenliyini ddesin, ' oyrisi boyunca ise qiymsati verilon
(p(P) = (p(x, y) funksiyasina barabar olsun. Yoni asagidaki sortlor 6densin.
L[u(P)]= f(P)PeG
u(P)=p(P)Perl
2-ci sarhod moasalasi. Tutaq ki, I' oyrisi ilo hiidudlanmis G oblastinda kosilmaz
(pl(p) funksiyasi verilmisdir. Elo u(p)=u(x, y) funksiyasi axtarilir ki, G oblastinin daxili
noqtelerinds (4) tenliyini 6desin, I' oyrisi boyunca ise funksiyanin n normali istiqamati
iizro toromaesi, verilon (pl( p) funksiyasina barabar olsun. Yoni asagidaki sertlor 6densin.
Lu(P)]= f(P)PeG

%:Ql(P)’P el

3-cii sarhaod masalosi. Tutaq ki, G oblastinin serhaddi I ayrisi boyunca kesilmaz

I//(P) = I//(X, y) funksiyasi verilmisdir. Elo u( p) = u(x, y) funksiyasi axtarilir ki,
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L[u(P)]=f(P)PeG
au(P)

au(P)+a, =y(P)Pel
|a0| + |a1| #0
sortlori Odensin. a, =10, =0 olduqda fiiciincii serhed maselesinden birinci serhad

masalesi, a, =0, o; =1 olduqda ise ikinci serhad messalesi alinir. Qeyd edok ki, G oblasti

mohdud olduqda serhad mosalesi daxili, oks halda ise xarici sorhod masoelosi adlanir. Laplas
tonliyi U¢lin birinci serhad mesoelesi Dirixle mosalosi, ikinci serhad moeselosi Neyman
masolasi, liclincii sorhod masalasi ise qarisiq masalo adlanir. Nezeriyyaden moalumdur ki,

Dirixle masoalosi korrektdir. Yoni (pl(x, y), 0, (X, y) sorhad sortlori ' ayrisi boyunca
| y) =, (x )<

sortini 6dedikde uygun u,(x, y)u,(x, y) helleri

| ul(X1 Y)_ UZ(X, Y)|'< €
sortini ddayir.

Laplas tonliyinin sonlu forqlarles yazihisi

o°u  o%u
?_{_WEUXX +uyy =Au=0
X
2u 2
Laplas tonliyini sonlu forglarle yazmagq ii¢iin ?W xtisusi toremalarinin sonlu forqlerls
X

ifadesini Laplas tonliyinds nezers almaq lazimdir.

6’u _u(x+h,y)-2u(x,y)+u(x—h,y)

ox’ h?
o’u _u(x,y+h)=2u(x,y)+u(x,y—h)
oy® h?

oldugunu nazers alsaq asagidaki miinasibati alariq.
u(x+h,y)-2u(x,y)+u(x—-h,y) . u(x,y+h)-2u(x, y)+u(x,y—h) 0
h? h? -
Burada sadslesdirmaler aparib u(x, y)-i tapagq.

u(x,y)= i(u(x +h,y)+u(x=h,y)+u(x,y +h)+u(x,u-h)) (5)

Alinmis bu diisturda xatan1 qiymetlondirmak miimkiin deyil. Xotan1 qiymsatlondirmak ii¢iin
ovvalco sonlu forq tenliklorinin basqa iisullarla ¢ixariligina baxaq. Funksiyanin Teylor

sirasina ayriligini yazagq.

2
f(x+hy+k)= f(x,y)+(a%h+aiyk}f(x,y)+%(ih+%kj f(x,y)+...

149



1( 2 o)
+—| —h+—k | fix+6h,y+6k)0=<6<1 6
n!(ax ay} ( y +6k) (6)

Birinci asas sxem. (6) ayrilisindan istifade edearak A(X, y), B(X —-h, y), C(X +h, y),
D(X, y+ h), E(X, y-— h) ndqtalerinde funksiyanin Teylor sirasina ayrilisina baxaq ve ayrilisda

dordiincii tortib toremaye qoder hadleri gotiirek (n=4). Bu noqtaler (sokil 8.2) goriindiiyi

kimi kvadratin simmetriya markozi vo toreflorinin orta noqtelsridir.

Y
F 3
D
w+hifp-----
N - E Ay &
2] | E! !
: : ] 5
o
D I-h = K"‘h
Sokil 8.2.

Funksiyanin B(X —-h, y), C(X +h, y), D(X, y+ h), E(X, y— h) noqtelarinds qiymatlarini A(x,y)

ndqtesinds funksiyanin ve téremslarinin qiymsatleri ile ifads edok.

u(x—h,y)=u(x,y)-hu, +;!h2uXX —?1)!h3uXXX +l:::!h4uxxxx
u(x+h,y)=u(x,y)+hu, +;!h2uXX +?1’!h3uXXX +i!h“crXXXX
u(x,y—h)=u(x,y)-hu, WL;!hzuyy —?1’!h3uyyy +i!h“Uyyyy
u(x,y+h)=u(xy)+hu, +21!h2uyy —;!hSUyyy +i!h4uww

Burada u,,u U, U, ,U,,,U, A(x,y) ndqtesinde funksiyanin vo téremslerinin qiymetloridir.

B ve A-nodqtelonini birlesdiren diiz xatt

U, Ty araliq nogtede (measelon U

XXXX 7 yyyy XXXX

u u

XXXX 1 yyyy 1
parcas1 lizerinde gotiriilmiis miieyyon noqteds) funksiyanin téromslerinin qiymatlaridir.
Funksiyanin B(X -h, y), C(X +h, y), D(X, y+ h), E(X, y-— h) ndqtelerinde qiymsatlarini toplasaq
asagidaki miinasibati alariq.

u(x+h,y)+u(x—h,y) +u(x,y +h)+u(x,y —h) = du(x, y)+ hz(uXX +uyy)+ R,(x,Y)
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Burada qgaliq hadd
4

Rh (Xv y) = hi (Uxxxx + l-']-xxxx +Uu + U )

O(h4) ile qiymatlendirilir. Buradan

(u(x+h, y)+u(x=h,y)+u(x,y+h)+u(x,y—h))=4u(x, y)+h?au +0(h*)
miinasibatini, noticede ise

1

Au=

(u(x=h,y)+u(x+h,y)+u(x,y —h)+u(x,y +h)-4u(x,y))+0(h?)

diisturunu alariq. Bu diistur Laplas operatorunun ssas sonlu forq formasi adlanir. O(hz)

haddini sonsuz kigik hesab edib, Au=0 oldugunu nazero alaq. Naticeds Laplas tonliyinin

sonlu farqlerle aproksimasiyasini, yoni (5)-i alariq.

Ikinci asas sxem. Asagidaki ndqtelerde funksiyanin Teylor sirasina ayrilisina baxaq

(n=4). Bu noqtoalar (sokil 8.3) kvadratin simmetriya markozi vo tops noqtelaridir.

A(x,y),B(x=h,y+h),C(x+h,y+h),D(x+h,y—h),E(x—h,y—h)

i
4
v+h I c
gy freeqeeeeeeeess Ny
o N :'
¥ 15 ': I D
' H I FK
O x-h X xth
Sokil 8.3.

Teylor diisturundan istifade edsrak, funksiyanin
B(x—h,y+h),C(x+h,y+h),D(x+h,y—h),E(x—h,y—h)

noqtalarinds qiymstlarini, 4(x,y) ndqtesinde funksiyanin ve téoremelerinin qiymsatlori ile
ifade edok.

D noqtesinds:
1.
u(x+h,y—h)=u(x y)+h(u, —uy)+5h (U, —2u, +u, )+
4
1 1 0 0
+§h3(uXXX —3U,,, +3U,, —um)+mh4(&—6—yj u(&,m)
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E ndqtesinds:

u(x—h,y—h)=u(x,y)+h(-u, —Uy)-i-%hz(uxx +2u, U, )+

4
1 1 0 0
+§h3(_uxxx _3uxxy _3uxyy _uyyy)+_h4(_&_5J u(§21772)

B ndqtesindas:

u(x—h,y+h)=u(x,y)+h(-u, +uy)+%h2(uXX —2u,, +uy )+

4
1 1 0 ©
+§h3(—uXXX + 33Uy — 3y, +UW)+Eh4(_&+5j u(&;.1m,)

C noqtesinda:

u(x+h,y+h)=u(x, y)+h(u, +uy)+%h2(uXX +2u, +u, )+

4
1 1 o 0
+§h3(uXXX +3U,,, +3u,, +uw)+mh4[&+aJ u(S,.m,)

Alinmig miinasibatlori terof-terefe toplayagq.
u(x+h,y—h)+u(x—h,y—h)+u(x—h,y+h)+u(x+h,y+h)=4u(x, y)+ 2h?Au +0(h*)

Buradan Au {igiin asagidaki ifadeni alargq.

1 (u(x+h,y—h)+u(x—h,y —h)+u(x+h,y+h)+u(x—h,y+h)—4u(x, y))+0(h?)

AU =
2h?

O(hz) haddini kicik hesab edorok atsaq, Au =0 Laplas tonliyini asagidaki sonlu forq tenliyi

ile avez eds bilerik.

u(x, y):lll(u(x+h,y—h)+u(x—h,y—h)+u(x—h,y+h)+u(x+h,y+h))

Movzu 14 Dirixle masalasinin sobaka iisulu ilo halli

Iki deyisenli ikitertibli xiisusi toremeli diferensial tonlik {i¢iin serhed moselesini
soboke (sonlu forgler) isulu ils teqribi halli, li¢ merhals ilo yerins yetirilir.

1. Miistovi iizerinde hellin axtarildigi G oblastina kifayst qoder yaxin G, (sokil 8.4)

sobokasi qurulur.

I
N —
[ N
.

Sokil 8.4.
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2. Verilen diferensial tenlik G, sebsakasinin tepe noqtelerinde sonlu forq tenlikleri ile avez

olunur.

3. G oblast1 iizro serhaddaki verilon serhad sortlorinden istifade ederak, axtarilan hallin G,

sobokesinin sorhadde yaxin diyiin noqtelerinde qiymatlori  miisyyen edilir.Dirixle
masolasinin seboka tisulu ile hoalline baxagq.
o’u  o%u
2t a2
oX° oy

Elo kosilmoaz u(p)=u(x, y) funksiyas1 axtarilir ki, (X, y)eG oblastinda verilon

0

tonliyi 6dasin, serhadde ise verilon (p(p) funksiyasina barabar olsun.Yoni
u(P)=g(P)Pel
sorti 6densin. Sadolik ii¢lin G oblastin1 diizbucaqli sekilinde gotiirek ve £ addimi ile bu

oblast1 kicik kvadratlara bolek. Noticeds tepe ndqtelarinin koordinatlari (Xi, y j) olan

kvadratlar alariq.
X, =X, +ih,y, =y, +ih,(i, j =0+1+243.......)

Umiimiyyetle 4 addimini elo se¢gmak olar ki, G oblastinin serheddi olanT" eyrisi sebekenin

tope noqtelarine daha yaxin olsun (sokil 8.5).

[
L
,_/
# +
l____o-"
1
"
Sakil 8.5.

Aydidir ki, sobokenin tepe ndqtelerinden G oblastindan kenarda qalanlar1 olacaqdir.
Sebakenin tope noqteleri tesnif edilir. Dgar tope ndqtesinin qonsulugunda he¢ olmazsa bir
daxili tepe noqtesi varsa, bu tope noqtesi birinci nov serhad noqtesi hesab olunur. Qonsu
tope noqteleri G oblastinda yerlosdikde ve ya birinci név serhad néqtesi oldugda bels topo
noqtesi daxili ndqte adlanir. Dks halda, sebakenin tepe ndqtesi ikinci ndv hesab olunur.
Sebekenin daxili ve birinci ndv sorhad ndqteleri hesabat noqteleri adlanir. Sekilde

sobakenin daxili tepe noqteleri kigik dairslarls, birinci ndv serhad ndqteleri qara ndqtelorle
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gostorilmisdir. Tkinci nov tepe ndqteleri ise xotlerle ayrilmisdir. Sebekenin X,,y, tepe
noqtelerinde funksiyanin giymetlerini U, ; = u(Xi,y j) isaro edek. Sebekenin daxili tope

ndqtalerinds verilon diferensial tonliyi sonlu forq tenliklari ile evez edak.

1
Ui ; :Z(ui—l,j + Ui Ui o +ui,j+1)

Burada Xj.1s Yi,. tope noqteleri hesabat noqteleridir. Birinci ndv serhed ndqtelerinde (B,)
axtarilan hallin qiymati, sebakenin ona yaxin tope noqtesindoki qiymatine beraber gotiiriiliir

u(Bh):u(B):(p(B). Dirixle moassalesi modellogdirma, Monte-Karlo tisullart ilo do hall

etmok olar. Har bir halda maselenin halli xatti tenliklar sisteminin halline gotirilir.

Mathcad sistemindo Dirixle masoalosinin holli

Ovvalce G oblastinin diizbucaqli oldugu hala baxaq. Tutaq ki,
o’u @
2 ay
tonliyinin G{0<x<4,0<y<4} oblastinda 0<x<4 oldugda u(x,0)=0 vo u(x,4)=

=0

0<y<4 olduqda ise u(0,y)=0 ve u(4,y)=y serhed sortlerini 6deyen hallini tapmaq
tolob olunur. #=1 addimu ilo ox iizre [0,4] ve elocade oy oxu tizre [0,4] pargalarini bolerak, G

oblastin1 ki¢ik kvadratlara ayiraq. Hor bir daxili ndqte ii¢lin sonlu forq tenliklerini yazagq.

4

1 1
U, 01 1,0 1,2 21/ Y21 = \Mos 2,2 11 31/

Z(u + Uy Uy, +U,y, ), U 4(u +Uy, Uy, +Uy, )
1
Z(uso +U,; +Us, +u4,1)'
1 1
Z(ul +U; 3+ Uy, +u22) u,, _Z(uz,l +U,3+U, +u3,2)'
1

Us, = Z(us,l U3 +U,, + u4,2)'
1

U= Z(Ul,z +U, +Ugs + uz,s)' U3 = *(uz,z U, U5+ us,s)'
1

U3 = Z(uz,s U5 tU;, + u3,4)'

Bu tenliklarde asagidaki serhad sortlorini nozers alagq.
Ugo =Ugy =Ugp =Ugz =Ug, = 0 Ugo = Uy =Uzg =Uzg =Uyo = 0
Uy =Lu,, = 21“4,3 =3,U4V4 =4 Uy, = 01“1,4 =Llu,, = 21“3,4 =3

Sadslasdirmalar aparsaq agagidaki tenliklor sistemini alariq.
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4u1,1 —Up, —Uy; =Ug, +Uyp = 0
4“1,2 —Up; = Uy, —Upg = U, = 0
4u1,3 —U, —Uy3=Ugs+U, =1
4u2,1 —Up —Uyp —Ugy = Uy = 0
4“2,2 —Upp, —Uy; — U, —Uy 3 = 0
4“2,3 —Upg—Uy, —Ugs =Uy, = 2
4“3,1 —Uy; Uz, =UzgtUyg = 1
4“3,2 —Uy, —Ug; —Ugs =Uy, = 1
4u3,3 —Uy3—Us, =UystUzy = 4

Tonliklor sistemini Mathcad sistemindoe hall etmok {i¢lin sistemin ©sas matrisini vo

sorbast hadler siitununu asagidaki fraqmentdo gostorildiyi kimi daxil edib, tors matris tisulu

ile holl edak.
4 -1 0 -1 0 o o o o o
-1 4 -1 0 -1 0 o o o o
o -1 4 o o -1 0 o o 1
-1 0 ] -1 0o -1 0 ] ]
a= a7 -1 o -1 4 -1 0 -1 0 bh=1|0
o o -1 o -1 o o -1 2
o o o -1 0 o 4 —1 0 1
o o o -1 o -1 4 -1 1
o o o o o -1 o -1 4 [
x=a l-b
0225
0.455
0773 o o [u]} o o
0458 o 0223 ml 0723 1
w= | 0=7s u:>= |0 0432 0875 1432 2
1 azz o 0&52 117 2152 3
0652 o 1 2 3 4
1.17
2152

Alinmis hallin Mathcad sisteminde iki miixtalif goriiniisiiniin qrafiki verilmigdir.
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Qrafiklerden goriniir ki ,alinmis hall qoyulmus serhad sertlorini 6doyir.
G oblastinin diizbucaqli olmadigi hala baxaq. Tutaq ki,
o%u  o%u
- 4+ =
aXZ ay2

tonliyinin x? +y? <16 oblastinda x*+y? =16 (') cevresi boyunca U |.=x?y? serhed

0

sortini 6deyen helli axtarilir. —2<x<2 vo —2 <y <2 pargalarinin har birini ~/=1 addim

ilo kvadratlara bolok (sokil 8.6).

Sokil 8.6.

Sokilde oblastin serhed noqteleri gara dairslerle, serhad noqteleri igerisi bos dairelorle

(birinci ndv serhad noqteleri), daxili nogtelar ise vurma isarsalari ile isarelonmisdir. Hesabat
ndqtelerinin say1 avvalki mesele ilo eyni oldugundan tenlikler sisteminin yalniz serbast
hadlarinin qiymstlori deyisecokdir. Mathcad sisteminde tertib olunmus hesabat blokundan

istifade edorok serhad sortlorinin qiymatini doyigek ve xatti tenliklar sistemini hall edak.
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W0 6000606

xT=(2.25 15 225 13 13 13 225 15 229
430 314
TIB 15151
w=|0 13 15 1510
FIB 15153
430 31 4

Axtarilan hollin ti¢ 6lgiilii fozada iki miixtelif goriiniisii verilmigdir. Bu grafiklorden goriiniir
ki, hall serhad sortlorini 6doyir. Basqa alqoritmik dillerde xiisusi toromsli diferensial tonliyi
hoall etmoak olar. Ancaq bu alqoritmik dillorde hsllin tapilmasi ve halli xarakterizo eden

sothin qurulmasi iglin Mathcad miihitinds olan imkanlar yoxdur.

Hiperbolik tip tonlik iiciin baslangic vo sorhad sortlori

Praktik mosalolorde asagidaki sekilde hiperbolik tip tonlik tiglin baslangic ve serhad
mosololoerinin helline baxilir.
o°U , 0°U
2 —a 2
ot OX

Burada a- sabit ededdir. Bu tenlik uzunlugu | olan bircins tirin serbest reqslerini xarakterizo

(7)

edir. (7)-de & = x—at ¢ = x+at ovozlomasi aparib tonliyi ¢evirok.

oU o ,0U ou ,
=0= —(7)=0=> —=d(g)
0&0g o0& Og og

Buradan axtarilan U funksiyasini tapa bilerik U = ®@,(¢) +®,(&) . Burada @,(s) ve @, (&)
ixtiyari funksiyalardir. x ve ¢ deyisenlorine qayitsaq halli asagidaki kimi yaza bilorik.

157



U=, (x+at)+d,(x—at)
Bu iicul Dalamber tisulu adlanir.

1. Kosi masoalasi. (7) tonliyinin

U | t=0= Po (X)> aa_LtJ =0~ (01(X)>

Baslangic sortlorini 6deyen halli axtarilir. Burada ¢,(X) ve ¢,(X) funksiyalar1 (0,l)

parcasinda kesilmaz funksiyalardir.

2. Ola biler ki, tirin her iki ucu bagli olsun. Bu halda U (0,t) =0 U(l,t) = 0 sertleri qoyulur.

3. Serhad sortleri daha timumi sakilde qoyula biler.
ou (0,t)

X =0 olduugda aU(0,t) + '88— = f,(1),
X
x=1 oldugda ;/U(I,t)+58ua(l’t) _ (1),
X
t=0 oldugda  U(x,0)= f,(x) 8U§<,0) = f,(x).

Bu halda hoall t >0 olmaqgla xe [0, I] pargasinda axtarilir.

Masols daha timumi sakilde qoyula bilar.

2
A ) ) T el y = Flxy)

Bu tonlik ii¢iin yuxarida qoyulmus baslangic ve serhad sertloeri daxilinde hall axtarila bilor.
Qoyulan maossalenin analitik hellini tapmaq hemise mimkiin olmur. Bu halda teqribi
tisullardan istifade olunur. ©ksor hallarda forq tonliklori tertib etmakls hiperbolik tip tonliyin

hallinin coedvali tapilir.

Hiperbolik tip tonliyin halli ii¢iin

forq tonliklorinin tortib olunmasi

Mathcad siteminds hiperbolik tenliyi hall etmak {igiin avvalce sads tirin rags tenliyi

ticiin sonlu farq tonliklarini tortib edak. Tutaq ki,
o’u  , 0%
—a°—=

— 0
ot? ox?

tonliyinin
u(x,0) = f(x) u,(x,0)=F(x) 0<x<lva u(0,t)=p() u(l,t)=w)t>0

sortlari daxilinde halli axtarilir. Sebake iisulu ile messaleni hoall edok. [O,I] parcasini n bara-
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bar hissaya bolak. Eyni qayda ils ¢ doyisenini 0-dan baslayaraq k addimi ile deyisok.
AX; =X, — X :h:l (i=12..,n)
n

Aty =t —t; =Kk (j=12..)
(x.t;), (i=12,...,n),(j =12,...) nogtelerinde axtarilan funksiyanin qiymetini u; ; ilo isare

edib, ikinci tortib xiisusi toremslorin toqribi
o’u _u(x+ht)-2u(x,t)+u(x—ht) 8’ _u(xt+k)—2u(x,t)+u(x,t—k)

ox? h? boat k2
ifadslorini nazere alsaq, verilon hiperbolik tonliys uygun sonlu forq tonliklori agagidaki kimi

yazilar.
Ui js1 _Zui,j +U o _a? Ui, _Zui,j + Uiy

k? h?

hz(ui,j+1 —2U; +ui,j—1) = (ka)z(um,j —2U; +ui—1,j)

2
alinmis tenlikde M = (k:z) isarolomesi aparib, U, ;.; -1 tapaq:

Ui = MUy +U ;) +20-M)ug; —U;

Demoli bu hesabat diisturundan istifade ederak ixtiyari (i,j+1) noqtesinde funksiyanin

qiymotini hesablamaq ii¢iin  (i+1,j), (i), (i-1,j) vo (i,j-1) ndqtelerinde  funksiyanin

qiymatlori malum olmalidir (sekil 8.7).

1,J+1

1-1,J 1, 1+1,J

1,J-1
Sokil 8.7.
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=0 ani, j indeksinin 0 qiymatine uygun goldiyini nezere alsaq, tenlik agagidaki kimi yazilar:

Uy =M U +Uy0) +20-M)u; o —U; (8)

i+1,

Ui10+Uigo,Uig,U;_, qiymetleri basdangic ve serhed sertlerinden miieyyen olunmalidir. u;,

qiymeti U;, = f(ih),(i=012,..n) diisturu ile hesablanir. u; , qiymeti u,(in,0) = F(in)

basglangic sartindon tapilir. Birinci tortib térems {igiin sonlu forqin ifadesindan istifads edok.
Ui 1

—Uio
’—h’ =F =F()=>u,_,=u,-hF

qiymatini nazere alsaq, j=1 an1 iigiin funksiyanin qiymatini hesablaya bilerik. j=0 vo j=1
anlarinda axtarilan funksiyanin giymstlori melum olduqdan sonra ardicil olaraq (8) hesabat
diisturundan istifade ederok, verilon baslangic vo serhad sortlerini 6deyen hellin cedvalini

alariq. ©kser hallarda u;, qiymetini daha deqiq hesablamaq ii¢iin Teylor sirasina ayriligdan

istifade edirler.

o, k20, 0%, 2 0%U; B

U, =U,+Kk + , —a a’f"(x,),
MU T e 2 a2 at? ox* ()
ou, )
atlo - Fi ! ui,O = fi (I = 011121----n)
oldugunu nazers alsaq j=1 ti¢lin
2,2
Uy, = f 4 kF, 4+ 2 g ©)

J=01li¢lin ise U; , = f; miinasibstlerini alariq.

Mathcad sistemindo hiperbolik tip tonliyin hoalli

Tirin serbast regslerinin # matrisinds @ks olnmasi ii¢lin bu matrisin 0-c1 siitununa /=0
aninda tirin veziyyetini xarakterize eden funksiyanin qiymatleri, birinci ve axirinct
sotirlarinds iso tirin x=0 ve x=1 uc noqtelarinin verilon serhad sortlori ilo miiayyon olunan
funksiyalarin qiymatlori, 1-ci siitunda ise (9) diisturu ile hesabatin naticalori yazilmalidir. u

matrisinin yerds qalan elementlari (8) hesabat diisturlari ils tapilmalidir. Asagida verilon

o’u o°u 0
ot?  ox?
tonliyinin U(x,0) = x(3.14-x) U,(x,00=0 0<x<3.14 baslangic vo U(0,t)=0 U(l,t)=0

0 <t sorhad sortlorini 6deyen heallinin Mathcad sisteminds hesabat bloklar1 verilmisdir.
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fix) = 3. 1dx - e flix) =10 filty =10

flift =10
a=1 314
hi= 12 k=h

i=0.18

=h-i
ui||:|1=f|xi|

j=0._4

ug = f1{x)

i=1.17

42
i) = —gf(x)
i

w = finl + k- fl{x) +D_5-ag-k2-ﬁ|xi|

Hollin coedveli vo helli xarakterizo edon sothin qurulmus grafikinde baslangic ve serhad

sortlorinin 6dendiyini goriiriik.
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W=ty o1 — W oz L i o1+ o o

j=3 i=1.17
Wi T W1~ Wz L i 5o+ B )
j=4a i=1.17
W=y g1 — Wz L i o1 oo
j=5 i=1.17
Wi T Es 51— W e+ L (W g1+ W )
j=a i=1.17

T S T s I EE- T S A S S R S

a 1 2 3 4 5] B
u} u} u} u} u] u] u]
0517 | 0.456 | 0.396 | 0.335 | 0.274 | 0.213 | 0152
0.974 | 0.913 | 0.791 | 0.669 | 0.543 | 0.426 | 0.304
1.269 [1.209 | 1.187 | 1.004 | 0,822 | 0.639 | 0.456

u}

1

2

3

4 |1.704 |1.643 [1.522(1.339 [1.096 (0.852 | 0.609

5 11978 |1.917 [1.795 [1.613 | 1.369 [ 1.065 [ 0.761

B |2191 213 | 2008 | 1.826 | 1.582 |1.273 10913
B=|F |2.343 | 2.282 | 2161 |1.978 [1.735 1.43 [ 1.065

S |2.434 | 2374 | 22522069 [1.826 (1.522 |1.156

9 | 2,465 | 2.404 | 2.282 21 [1.856 [1.552 [1.187

10| 2434 | 2374 (2252 (2069 (1.826 (1.522 [1.156

112343 | 2.282 (2161 (1.978 (1.735 1.43 [ 1.065 +

121219 213 | 2.002 1,826 |1.5982 |1.278 [ 0.912

131978 |1.917 [1.795 (1613 [1.369 [ 1.065 [ 0.761

14(1.704 [1.643 (1,522 (1.339 (1.096 [ 0.852 [ 0.609

15(1.2369 [1.209 (1187 (1.004 (0822 [0.639 [ 0.456

Tortib olunmus hesabat blokunda yalniz baslangic sertlori deyismokle miixtelif maselalarin
hellerini todqiq etmok olar. Miixtalif adebiyyatlarda hall olunmus messalalar tertib olunmus
hesabat blokunun kémayi ile hall edilmis ve naticelar tutusdurulmusdur.

Umumi sekilde hiperbolik tenliyin helline baxaq:

o’u  ,0°u ,_ou _du

—=a"—+b—+c—+ pG(xt

ot’ ox? ox ot Pe(x.t)
Hiperbolik tip tenliyk {igiin sonlu forq tenliklarini tertib edsk. Birinci tortib téromalar iiciin
sonlu forq ifadslarini yazagq:

ou _u(x+ht)-u(xt) au _u(xt+k)-u(xt)
X h Lot k
Bu ifadsleri nezors alsaq forq tenliyi asagidaki kimi yazilar:

Ui jq —2U; 5 +U Ui —2U;; +U u U ; u u

i,j+l 2, bil X i+1,j 2, i-1,j b i+1,j ~ ] i ij+l
K h h K
Cevirmalar aparib

_(@K)7+bk® _2h?—ckh?—2(ak)’ —hbk® _ (ak)’

ij

+pG,

Yoh(l-ck) h2(L-ck) * h%(1-ck)
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o - 1 o = pk 2
Y (1-ck) * (l-ck)’

isarolomalorini nozars alsaq, naticeds asagidaki hesabat diisturunu alariq:

Ui i = Ui 35U agU,; —a,U ., + asGi,j

Bu forq tenliyi b,¢ vo p emsallarinin miixtalif qiymatlorinds miixtalif hiperbolik tip tenliye

uygundur. Umumi hal iigiin Mathcad sisteminde hesabat bloku tertib edek.

vetilenler
o A - -
fip =3ld-%  fiw =0 firty =0 e =0 et =0
a=1 314
h"ﬁ k=h
i=0 18 h=101 c=0 p=0
y=hi
al=1-c-k
0= Fl
al=al b n
j=0.6 . 1
) f=ke j a3=(a-K)
v, i = £l
la3 4 01 2B -ekb’-2 3-b b
g =11z ah] = ——— amd = ‘
: a2 aZ
i=1.17
g amd = amd ; ] 2
=5 - " K
R dxzﬂ:xj a2 al amb=p- —
al

w o= flgl+ k) + D.5-a2-k2-ﬂ’tlxil

[lkin verilenlorde ¢ ve p parametrlorinin qiymeti sifra boraberdir. Demoli tonlikde #-ye gore
birinci tortib torems vo serbast hadd istirak etmayoacak. h=0.1 oldugundan x deyisenine gors
birinci tortib téromo tonlikde istirak edacak vo tonliyin tipi yens do hiperbolikdir. Hesabat
diisturlarini ardicil yazsaq, qoyulan baglangic vo serhad sartlerini 6deyen hallin cedvalini ve

uygun sothin qrafikini alargq.
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j=2 i=1.17

W g el Uy oy ooy g el gy - ey g+ amd - gl

i=3 i=1.17
w o= aml gy gyt oam oo +oamdoug g - amde g g+ oamd - gl

i=4 i=1.17
g aml vy o +oamd oy ol v oy - amd g g+ oamd - gl
j=5 i=1.17
uj o= aml v oy b oamdeouy oy + a3 gy oy - amd ey g+ amd - gl
i=6 i=1.17
v o= aml v gy kel g a3 ugg o - amd ey g+ oamS - gl

0.517 | 0.487 | 0.512 |0.571 [ 0.66Y | 0.808 1
097410943 | 087 |1.082 (1.264 | 1.53[1.886
1.369 | 1.339 | 1.392 [1.529 | 1.787 | 2153 | 2.657
1704 | 1674 (1748 1.93 | 2.227 | 2683 [ 2.295
1.978(1.948 | 2.038 [2.254 | 2.604 | 3106 | 3.808
2191 | 2161 | 2.263 [2.502 | 2.888 | 3.438 (4178
2343|233 | 2422|2674 | 3.08 | 3656 4428
2434|2404 | 2514 (2769 | 3178 | 3.7596 | 4525
2465|2434 | 2.941 | 2708 (3182|3738 [ 4471
2434|2404 | 2,502 | 2.73|3.094 | 3602 | 4.265
2343|2313 | 2387 (2597 | 2.913 | 3.348 | 3.907
2191 | 2161 | 2226 | 2306 | 2.638 | 2974 | 3.398
1.978(1.948 | 1989 21 |2271| 2492786
1704 | 1674 (1687 | 1.737 | 181 |1.929 2187
1.369 | 1.339 | 1.319 [ 1.298 | 1.297 | 1.401 [ 1.595

e el ol Bl el el -0 - = (UL B S PR UR B =

Baslangic vo serhad sortlorinde doayisiklik yoxdur. Yalniz tenlikde yeni hadd, birinci tortib

toromanin istirak etdiyi hadd slave olundugundan hallin cedvali ve uygun soth doyismisdir.
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Forqi grafikleri miiqayise etmokle gérmak olar. Bu qayda ils tortib olunmus hesabat blokun-

dan istifade etmaklo miixtolif hiperbolik tonliklori hall etmak olar.
Parabolik tip tonlik ii¢iin forq tonliklarinin tortibi

Parabolik tip tenlikler fiziki proseslorin tedqiqinde genis istifade olunur. Bircins
cubuqda istiliyin zamandan asili deyismesi asagidaki parabolik tip tenliklo xarakterize

olunur:

ou ,0%
e —a? i F(xt
ot ox? (X1

Burada a-sabitdir ve gubugun fiziki xasselorini xarakterizoe edir. F(X,t) cubugun uzunlugu
boyunca zaman kegdikce verilon istilik menbeyinin intensivliyini gosterir. Dger istilik
menbayi yoxdursa, yoni F(X,t)=0 olarsa, istiliyin zaman keg¢dikco c¢ubuqda deyismasi
asagidaki tonlikle xarakterize olunar:
Qu_p 0 o ou o
ot ox’
a’t =n ovezlemesi aparsaq, tenlik asagidak: sekilde yazilar.
au_au.
on  ox°
Demoli F(X,t)=0 olduqda verilen tonliyi avezloms aparlamaqla hemise
au_au
ot ox°
sokline gatirmak olar. Bilirik ki, hallin birqiymatli olmasi li¢lin baslangic ve serhad sartlori
verilmolidir. Baslangic sort, t =0 oldugda u(x,0) = f(X), yoni baslangic anda ¢gubugun (ﬁ)
uzunlugu boyunca X e (O,K) temperaturun paylanmasi verilmolidir. ©goer zaman keg¢dikco
cubugun uclarinda temperaturun deyisme ganunu malumdursa serhoad sortlori asagidaki kimi
yazila bilar.
u@,t) =olt) u(st)=y(t)
Tolob olunur ki, ¢ubugun uzunlugu boyunca zaman keg¢dikco sorhad sortlori
Odonilmakle temperaturun doyismeasi miioyyen olunsun. Bunun ig¢iin (x,7) miistovisinde

t>0,.0<x </ oblatinda seboke tortib edok. Burada h 0x oxu boyunca yonalmis ¢ubugun

hesabat aparilacaq noqteleri arasinda addimdir (h = % ). Zaman oxu boyunca (0,7) hesabat

addim ise k =oh? diisturu ile miieyyen olunur. Burada ¢ -nin secilmesi iizerinde ayrica
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dayanacagiq. Sebokenin dilyiin ndqtelerinde axtarilan funksiyani u; =u(x;,t;) kimi isare

edak. Veriloen parabolik tip tenliyi sonlu forqlerls aproksimasiya etmak ii¢iin birinci ve ikinci

tortib toromelerin agagidaki ifadslerinden istifade edak.

o2u . Ui —2U; 5 Uiy ou N Uj g — Uy |
ox’ h?2 ot oh?
Bu ifadsleri nazere alsaq, halli axtarilan parabolik tip tenlik liglin forq tenlikleri asagidaki
kimi yazilar:
5 —2U;; + U,
oh? h2

Sadelasdirmaler aparsaq

U, =0ou_; +{1-20)u;; +ou;,,,
sonlu forq tenliyinin daha sade formasini alariq. Bu miinasibatden goriiniir ki, j indeksinin

miieyyon qiymsetinde yeni t; = jk aninda gubugun X; € (O,E) noqtelerinde Uy =u(x;,t;)
qiymatlorini bilmekle indeksin j+1 qiymetine uygun t;, =k(j+1) aninda gubugun

uzunlugu boyunca temperaturu hesablamaq olar. Hesabatda istirak edon ndqtelerin sxemi

asagida verilmisdir (Sokil 8.8).
I.J+1

k

I-1,7 h 1] h 1+1,7
S —— S —— I

Sokil 8.8.
J=0, yoni =0 olduqda forq tenliyi asagidaki kimi yazilar.

u.

i1=0U_ o +([1-20)u;, +0li,,
Ui10+Ujo:Uj o giymatleri Uy = u(x;,0) = f(x;),(i =1,2,..n—1) baslangic sertlerden, U,,,U, ,
qiymatloeri ise verilon sarhad sortlorinden miisyyen olunur.

u(0,0) =Us, =9(0) u(£,0)=u,, =w(0).
Bu gayda ile j=1 yeni t, =k am {iclin ¢ubuqda istiliyin yayilmasini miieyyen eden
u, =u(x;,t,) (7=0,1,2,...n) qiymsatlorini tapa bilerik. j/=2 qiymstindos , yoni =2k aninda forq
tonliyi asagidaki kimi olar:
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Ui, = ol +(1-20)u;, +ou;,,
t, =k aninda hesabat qiymstlerinden ve serhad sertinden istifade ederek =2k ani {iglin
hesabat qiymatlorini tapa bilerik. Bu qayda ile ardicil olaraq, miieyyen zaman aninda
cubuqda istiliyin yayilmasini xarakterize eden funksiyanin qiymstler cedvsalini tapa bilarik.
Alinmis hesabat qiymatlorindaki xata, eloce do parabolik tip tonliyin sonlu forq tonlikleri ilo
aproksimasiyasinda xota o parametrinin sec¢ilmosindon asilidir. o parametrinin sec¢ilmasi
ticiin asagidaki isarelemslori aparaq:

o°u  ou

ox? ot

Lu]=

20,5+ U Ui —u

h? o

ij

Lyfu]- =2

L, [U] operatoru L[U] diferensial operatoruna uygun sonlu forq operatorudur.
R,[U]=L,[U]- L[U] ferqi aproksimasiyanin xotast adlamir. $ebekeninin (x;,t;) (i=12,..,n),
(J =12,...) diiyiin ndgtelerinde xetan1 giymetlondirek. u(x ,t ) funksiyasi parabolik tenliyin
halli oldugundan diiyiin nbqtelerinde L[U]=0 ve R,[U]=L,[U] serti 5denr.

Uy =u(x +ht)  u; =u(x—ht;) U, =u(x,t; +oh?)

isarelomslorini nazere alib, L, [U] sonlu forq operatorunu (X;,t;) dilylin ndqtesinin yaxin

otrafinda Teylor sirasma aywraq ve h° tertib heddine geder hadlerle kifaystlonak.

ou . h2o%u.. h¥ddu. phto'u. n%o%u . hetou .
Lh[U]:h—lz{(uij+h S L e YT P I IR Y

ij

ox 20 ox° 3 ox® 4 ox* 5 oox® 6 ox®

ou; h?o%; h®du,; h*o'u,; h°®au,; h°ou,
-h— A, )
ox 2 ox> A x4 oxt 5 oox® el oxt
ou. . 2% 5%y, . 2 a%u.
1 u; ; +oh* — +(Gh ) ! +(Gh ) Loy ] +o(h®)
o| ot 21 ot 3 ot '

o%u. . au. . o'u. . o°u. . o'u. . 2 9%u. .
Lh[U]:[ L] _AJ+h2[i i _9 "’j+h4( 1 _Z -~ J+o(h6)

ox: ot 12 ox* 2 ot 360 ox* 6 ot

u(x,t) funksiyasi parabolik tenliyin holli oldugundan

2
0 Ui ; :aui'j |

ox? ot ox* ot?

o'u;  0%uy u,; o,
- P YCRRPS

miinasibatlorini nezers alsaq L, [U ] sonlu forq operatoru {igiin daha sads ifads alariq:
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1 )0, 1 o2)0%,
Lh[U]I hz(ﬁ_zj—a)(“J +h4(%—?J axej +O(h6).
4

") hoeddinin emsali sifra cevriler ve L, [U] sonlu farq opera-

Ogor o =1/6 gotiirsok,
OX

torunun ifadesi agsagidaki kimi olar.

R U= U] = T ()

540 ox

Demoli o =1/6 gotiirdiikde xata on az olar vo hesabat diisturu asagidaki kimi yazilar.

u

ij+1 — é(ul -1, +4U +u|+lj)

Daha timumi sakilde parabolik tip tenlik {igiin forq tenliklerni tortib edak.
ou_ _o°u _au

=a 2+b—+cu+F(xt)
ot OX OX
Bu tonlikds birinci ve ikinci tortib toromalorin malum sonlu forq
aZUN b — 2Up U ou U =Uj; oJu Uyj—Uy,
ox? h2 ot oh’ OX 2h
ifadslerini nazere alaq.
ui,j+1_uij _a I+lj 2“ +u _bui+1,j_ui—1,j _CU. —-mF . =0
oh? h2 2h ! "

Sadslasdirmaler aparsaq, sonlu forq tenliklorini asagidaki sekilde yaza bilsrik:

| j+1 i+, j

+(2a0 —1-coh?)y, | 2(2a—bh)u +%(bh—2a)ui_l,j—oh2mfi,j=o

| j+l i+1, ]

~(2ac -1-coh?)u, | 2(2a—bh)u —%(bh—Za)ui_lyj+oh2mfiyj

o =1/6 oldugunu nazars alsaq

o, = 1-Lenty + L (2a-bhy

ij+l T 3 6 i i+1, ]

1 1,
—E(bh — 2a)ui_1’j +6h mfi’j
Ogor alinmig ifadeds a=1, b=0, ¢=0 vo m=0 gotiirsak

1
ui,j+1 6( Ilj+4u +u|+lj)

miinasibatini alariq.
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Mathcad sistemindoa parabolik tip tonlik iiciin

sorhod masoalosinin halli

Paraqraf 8.9-da parabolik tip tonliyin sebaks lisulu ile halli ligiin forq tenlikleri ¢ixari-

Imisg vo naticedo asagidaki hesabat diisturu asaslandirilmisdir.

1
Ui = g(ui—l,j +4ui,j +ui+1,j) (10)
Tutaq ki,
ou_0du
ot ox°

parabolik tip tenliyin t =0 oldugda u(x,0) =4x(1—x) baslangic vo u(0,t)=0 u(dt)=0,
0<t<oo sorhad sortlorini ddeyen hsllini tapmaq teleb olunur. Yoni baslangic anda
cubugun uzunlugu boyunca X € (0,1) temperaturun paylanmasi ve zaman kecdikco ¢ubugun
uclarinda temperaturun deyigsmadiyi maslumdur.

Mathcad sisteminde serhad masoelasinin halli ii¢lin ¢gubugun uzunlugunu, yoni (0,1)

parcasini #=0.1 addimu ile, zaman intervalini ise 1/600 addimu ils bdliib sebake tortib edok.

tj=6—c1)0 x. =0.1%i, u(x,0)=4x (L—x)=04i(Ll—0.1i). (i =0123.....10.)

Mathcad sisteminde hesabati togkil etmok ligiin U;. matrisinin sifirmct sotrine 0,4i(1-0.1i).
(1=01,23.....10.) giymeatlarini, sifrinci vo 10-cu siitunlarina ise serhoad sortlerinde verildiyi
kimi  sifir menimsedilmslidir. Baslangic ve serhed sertlorine uygun qiymstlerin U;

matrisine menimsadilmasi ve hesabat diisturlar1 asagidaki fragmentde verilmisdir.

«* Mathcad lNpocheccuonansnan se peun - [iman]

@waﬁn Mpaeka Mpocmotp Brraeka opmatnposadke  Matematrka Cumeonnka OkHoo Momows

DEHE gAY @& mEe s L& -] 87
[Momal [ s B ruess|iEE
vetilenler
f=4x(1-9
gk b 7
B =0 —— T3 D 4E
i=0.10 flihy =0
G=h-i
v g = £l
i=0.9
ug j = Flxg
wyp,j = 1107
i=1.9
j=0
Gk oy j+4 :,‘J+u,+lljl
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(10) diisturlart ile aparilmis hesabatlarin naticelori yoni hallin cedvali asagidaki fragmentds

verilmigdir.

NEE &Y 2 ﬁw:d’im&ﬁ?

INomd | did Ao sBIU EEsEEE

011 (23]t ]s5]6]7 rpaw
o o o o] ¢ o o @ o o B A
0350347 0336 | 0426 | 0417 | 031 |0302 0,29 | 0.289 | 0289 ve [§ <
064 |0627|0513] 050588 | 0575|0464 | 0563 | 0543|0533 7 of @
0840827 |0813] 080787 | 0774|0761 | 0748|0735 0723
095 0.9¢7 0923 0.92 0607 |0693| 098 |0867 | 0964 | 0341
0967|0973 ] 096 | 0647|0033 | 092 0907|0383 038
005 0967|0933 0920607 |0693| 088 | 0867|0356 | 0541
086 ]0827|0313] 080787 |0774|0761 | 0748|0735 0723
066 |0627|0513] 050688 | 0675|0864 0563 | 0543|0533
035 0347|0336 | 0326|0417 | 031 |0302 0,29 | 0289 | 0283
W o] o] o] o ¢ o] o o] o] o

(==
(7=

o] | =] =] e s =] =

Alinmis hellin baslangic veo serhad sertlerini 6demsesi hallin cedvalinden goriiniir.

Deyilonlar hallin qurulmus inteqral sethinde daha aydin goriiniir.

Serhad sertlorini deyismoek Tlgiin hesabat blokunda doyisiklik etmok lazimdir.
Cubugun son ucunda zaman kegdikco temperaturun 0.24 sin (#/3) ganunu deyisdiyini nozare

alsaq, hesabat blokunda doyisiklik asagidaki kimi verilmalidir.

170



=* Mathcad lNpode ccronaannan se pcus - [iman]

|2] ®afin Mpaska MpocmoTp Brrasca  @opraThposadie  MaTemaThcs  Chmsomaca Okko Moo
D &Y Ee] e = & A ooz || B R
[Mormal || ial ~l[o ]| B r o | = =

werilenler
i =4 -x-(1 -

W=

ity =0 he=n1

i=0.10 FLICE = 0.25 sink - )

y=h-i

w0 = i)
j=0.9

un g = Flx)

ugp,j = fLCD

[lkin verilenlorde deyisiklik aparildigdan sonra biitiin hesabatlar, yoni hellin cedveli ve
toqribi inteqral sethin quiulmasi yerine yetirilocokdir. Asagidaki fragmentde yeni serhad

sortlorine uygun hallin cedvali ve inteqral sathi oks olunmusdur.

0360347 0336|0326 | 0.7 | 0.31)0.302|0.296 | 0.289 | 0.283
0.64|0627|0613) 0.6)0588)0576)0564 0553054310533
0.84 0827|0813 080797 0774|0761 0748 0735 (0723
0.96094710933| 052{0907|0.893| 0.88|0.667 |0.654 {0,847
0987|0973 09609470933 092)0907|0.894 | 0.8%1
0.98 | 0.947|0933| 09209070893 | 0.88 0868 |0.855 (0843
084082710813 0807870779 |0.764 0754 |0.745|0.736
0.64 | 062706130603 )0.595|0.591 |0.589 | 0.586 | 0.583 | 0.579
038 | 0.347|0.343 | 0361 |0.376 | 039 040403039 ( 038
008210155 021)0.243|0.249)10227 101810114 ]0.035

|| 4|l ;e | m| =] = =
=

=
(=]
—




Bu qayda ile tortib olunmus hesabat blokundan istifade ederok miixtslif baslangic ve
sorhad sertlori daxilinde parabolik tip tonliklor hell edile bilor. Daha imumi sokilde
parabolik tip tonlik ii¢iin serhed masslesinin helline baxaq. Asagidaki fragmentds ilkin
veriloenloer (baslangic vo serhad sortlori do daxil olmaqgla), isarelomelar vo forq tonliklori
verilmigdir.
parabolik tip tenliyin hell

wetilenler
=42 (1-% h:=101 k= —

ity ;=01 - cos(1.83-1) FLL(D) = 0.2 - sin(l 5 §)

i=10.10

a=1 b=10 c=0 m=10
La—th- __(—b.h+2-a) Ihz'm-fl A
1:=1- E 'c-hﬁl ﬂ;:M ﬁ-—T 34:=7X1
®e P R 12 -
al = 0667 al = 0.167 a3 = 0167 ad=1
i=1.9
j=10
l=4i+1

1.1in1 =al - u'-'-.J + a2 - ui+1|j + a3 - ui—l.j + ad

Asagidaki fragmentds hallin cedvali verilmisdir.

0 1 2 3 4 § 3 7
I 01 0083 0036 -0023| -0074| -0099) 009 -0.048
1 036 03683 036 0349 033 0307 028 0.7
z 064 0827|0616 0606 0586 0584 0569 0534
3 084 0827 0m3 08| 07es| 077e| 0763 0741
. 096 0047 09313 082 0907 0894| 0831 0268
] 1 087 0573 096 0947 091 092| | 0807
f 096 0047 09313 082 0907 0893 08| 0268
7 044 0827 0m3 08| 0787 0F7s| 0764 0754
B 064 0BT 0813 0B03) 0506 0581 0587|0581
9 036 0347 0332 0385 0377 0381 0372 0397
10 0 0088 0168 0193 0182 012 0023 007
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Bu coedvelden goriiniir ki, alinmig hell baslangic ve serhad sertlorini ddeyir. Baslangic vo
sorhad sertlorinde verilmis funksiyalarin qiymetlorini hesablamaqla naticelarin dogru

oldugunu gorerik. Bu naticeler asagidaki fragmentds hallin qrafikinden de goriiniir.

Bu qayda ile tortib olunmus hesabat blokundan istifade ederok miixtslif baslangic ve

sorhad sortleri daxilinds parabolik tip tenlikler hall edils bilar.
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15-ci movzu

OPTIMALLASDIRMANIN 9DODi USULLARI
Osas anlayislar

Optimallasdirma mesolesinde f(X) funksiyasmin X coxlugunda ekstremumlarinin

tapil-masina baxilir ve mesalenin qoyulusu asagidaki kimi yazilir.
f(X) > min, xe X cR" (1)

X=R" oldugda (1) mesolesi sertsiz optimallasdirma, X —R" olduqda ise sorti optimal-
lasdirma mosolosi adlanir. (1)-de f(X) -optimallasdirma meselesinin meqgsed funksiyasi
adlanir. X ¢oxlugu f(x) funksiyasinin minimumunun axtarildig1 noqteler ¢oxlugudur. Bu

coxlugu miieyyon eden sortlor, (1) messalesinin mohdudiyystlori adlanir. Bu mahdudiy-

yotlar, tonliklor ve berabarsizliklar sistemi soklinds verilir.
f (X) funksiyasmin maksimumunun tapilmas: moselosi, — f (X) funksiyasmin mini-

mumunun tapilmasina getirildiyinden
max f (X) =—min(-f (x))

yalniz f(X) funksiyasiin minimumunun tapilmasi messlesine baxaq. Funksiyanin lokal vo

global minimumunun, diferensiallanan funksiyalar {igiin X ndqtesinin minimum olmasinin
zoruri (Ferma teoremi) ve kafi sortlori, minimumun varligi ve yeganaliyi (Veyerstrass)

teoremi riyazi analiz kursunda dyrenildiyinden onlar iizerinde dayanmayacagigq.

Soartsiz optimallasdirma masalasi

Tutaq ki, X" =(X,X;,...,X’) ndqtesi f(X) funksiyasinin minimum néqtesidir. Ferma

[ ]
teoremine gore X noqtesinde

& (x°)
ox

=0,(i=12,...,n) @)

sortlori 6denmslidir. Demoli diferensiallanan T (X) funksiyasinin minimumunun tapilmast
mese-losi (2) tenliklor sisteminin helline ( f (X) funksiyasinin bdhran néqtelerinin tapilmasi)

gotirildi. Oksinoe (2) tonliklor sisteminin halli
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O(x)=Y {ag)((x)} s min

i=1 i
funksiyasinin minimumunun tapilmasina da gotirile biler. (2) tonlikler sisteminin doqiq
hoallini hemise tapmaq miimkiin olmadigindan bu iisul olverigli deyil vo osasen doayisenlarin
sayt az olduqda, (2)-nin hslli asan olduqda istifade olunur. Tapilmis hsller g¢oxlugu
icorisinden funksiyanin lokal ve qlobal minimumlari miieyyen edilir. Kompiiterds funksi-
yanin sortsiz ekstremumunun tapilmasinda koordinatlarla enmo, qradiyent ve qradiyentle on

tez enmo Usullarindan istifade etmak olar.

Koordinatlarla enmo iisulu

f (X, X,,....X,) funksiyasinin minimumunu tapmagq teleb olunur. Tutaq ki, baslangic
yaxmlasma kimi X© =(X?,xP,...x9) néqtesi verilmisdir. Xx,x...x? doyisonlorinin
qeyd olunmus giymetloerinds birdayisonli f(><1,x§°’,...,x§°’) funksiyasinin minimumu tapilir.

f(xl(l),xgo),...,xﬁo)):rrllinf(xi,xéo),...,xf]o)),

FOC %) X)) ST (%7, X)

xf),xgo)...,xf’ dayisenlarinin geyd olunmus qiymatlarinde birdeyisenli f(Xi(l),XZ,Xéo) ,...,Xr(lo))
funksiyasinin minimumu tapilir.

1 1 0 0 H 1 0 0
f(x@,x® % ),...,x,ﬂ)):nllnf(xl(),xz,xé),...,xﬁ ).
2

Bu prosesi davam etdirsak ,

OG0 0. ) < £ (X0 X0, 9. XO)

@ D

sortini 6dayen x® =(X1(1),X2 ,...,x,‘f)) ndqtesini alariq. Xél),xé ---,Xr(,l) dayisenlarinin qeyd

olunmus qiymetlerinde birdeyisenli f (X, Xél) ,...,X,(]l)) funksiyasinin minimumu tapilir.

f(x@,xP ... xP) =minf (x,x,..x") |

Xl(z),Xél)...,X,(]l) doyisenlerinin qeyd olunmus giymetlerinde birdeyisenli f(x?,x,,x,...x®)
funksiyasinin minimumu tapilir.

2 2 ()] Dy _ - 2 1 1
f(x?,x?,x{ ,...,xrﬁ))_nllnf(xl‘),xz,xé),...,xrﬁ))_
2

Bu prosesi davam etdirsak ,
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@ @ @ ® O O O ®
FOC7 67,7, X7 ) S T X7 X e X))

sortini 8doyon X? =(x?,x ... x?) nsqtesini alarig.

Bu proses iki ardicil x®) \C) x

noqtelorinds ‘ f(X(k+1))— f (X(k)‘ <& gorti 6donono goder
davam etdirilir.
Misal. (X y)=(Xx—2)*+(y—4)°+xy funksiyasimn koordinatlarla enme dsulu ile

lokal ekstremumunu tapmaq ti¢iin Mathcad sisteminde hesabat bloku tortib edok. Asagidaki

hesabat blokunda ovvalce iki deyisenli vunksiya verilmisdir. Baslangic yaxinlagma kimi
x=2, Y=2 gotiirilmiisdir. f(x,y) funksiyas1 Y deyiseninin geyd olunmus qiymatinds

f1(X), X doyiseninin qeyd olunmus gqiymetinde ise fz()’) funksiyas1 ile isare

fi(x), f2(y)

funksiyalarinin minimumlari tapilaraq uygun olaraq X, Y doyisenlerine menimsadilmisdir.

olunmusdur. Minimize standart  funksiyasindan istifade edilorak,

o,y =x-D + (v-d +x- v

=2 =1 ay ] =X a] 1= ¥
woTE feTy 205) = f(x,7)
fli= = fix. v = Minimize( 2 ,v)

x = Mliratnize £l ) 3y g =X 4,2 =¥
Hesabat blokunda sifrinci, birinci v ikinci yaxinlagsmalarin qiymstloerinin ¢ matrisine menim-
sodilmesi gosterilmisdir. Ardicil 10 yaxmlasmanin ve f(X,Y) funksiyasinin giymetleri

asagidaki fragmentdo gosterilmisdir.

x ¥ fiz. 50

o 1 0
a 2 2 0 a
1 1 2 1 7
z 1 3.5 2 475
3 0.25 3.5 3 41875
Jo|4 0.25 2.875 b |® 4046875
5 0.0625 3.875 5 40117149
6 0.0625 | 396875 § | 4.00293
7 |0.015625 | 3.96875 7 |4.000732
g |0.015625 [ 3.992183%8 g |4.000123
9 | 0.003906 [ 3.992183%8 9 | 4.000046
10| 0.003906 | 3.993047 10| 4.000011
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Naticolordon goriiniir ki, arqumentlarin x=0.0039 vo y=3.998 qiymsatlorinde f(xy)

funksiyastnin 0.0001 degiglikle lokal minimum giymeti (MiNf(X,y)=4.00001} gstiiriile
biler.

Qradiyentls enma iisulu

Qradiyent tisulunu biitiin ortimallasdirma moselelerine totbiq etmok olar. Ogoer f(X)

funksiyas1 X =(X;,X,..,X.) noqtesinde diferensiallanandirsa, bu ndqtede gradiyent vektoru

grad(f (X)) = (afa)(f) , afa)(f) afa)((x))

n
diisturu ile miieyyen olunur. Verilon X=(X,X,..,X.)noqtesinde grad(f(X)) vektoru
f (X) = c = sabit seviyye xattinin toxunanina perpendikulyar olub, bu néqtede funksiyanin

artma istiqgametini gostorir. Qradiyent vektoruna oks olan —grad(f(X)) vektoru ise

antiqgradiyent vektoru adlanir vo funksiyanin azalma istigamstini gosterir. Funksiyanin

minimumunun qradiyentle enms iisulu ile tapilmasinda iterasiya prosesi

x® D = xO _h*grad(f(x")),(k=012,...) ?)
diisturu ile aparilir. Burada h enme addimi, k ise iterasiyanin nomrosidir. Ekstremum
noqtesinde funksiyanin qradiyenti sifira baraber olur. (3) diisturu ilo iterasiya naticesindo
x© , XY ) x? yoes ,X(k) noqtaler ardicilligr aliriq. Alinmis ndqtelerds funksiyanin qiymetlari

(X = F(xP) = f(x?) = ... F(x™)

berabersizliyini ddeyir grad (f(x™)) = 0,(i =0,1,2,..., k). (3) diisturu sabit h addim
ilo gradiyentlo enme tisulunun diisturu adlanir. Bu diisturda h addimini elo segirlor ki,
x",(i=012,...K) ndqteler ardiciliginin hedleri f(X) funksiyasnin azalma oblastindan
kenara ¢ixmasin. Iterasiya prosesi

ngad (f(x(k)))H <

sorti 6denone godor davam etdirilir.
Mathcad sisteminde qradiyentlo enmo isulu ile iki deyisenli funksiyanin
minimumunun tapilmasi tigiin hesabat bloku tortib edilmisdir. Hesabat blokunda avvalce

funksiya verilmis, riyazi simvollar codvelinin komayi ile xiisusi toremolar hesablanmis vo

gradiyent vektoru tortib olunmusdur. Enme addimi h=0.9, baslangic yaxinlasma
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X, =2,Y, =2 gotiiriilorek (3) diisturuna uygiin iterasiya prosesi qurulmusdur. Her bir
iterasiyada X ve Y-in, funksiyamin ve qradiyent vektorunun qiymetlori siitun vektoru
soklinde oks olunmusdur.

fix. ) == +(y-d +x ¥

Bx,¥) = j—xf(x,:a FpCx,y) = 3—5rf(x,3r)

%, ) ]

dfix, v =
gradfizx. ¥) [f}r(x,y)

o= Ll
Ty -1
= —h- gradfizn ).yl
i Fr-1
k=03
2y = £, 7% gradfy = o (fel.y))? + (Frlme )]

2 2 B 2EARADT
0.2 3E 4.0 0282843
o0z 309: 4.0004 0022224

x = W= T = gradf =
000z 008 <.000004 0002228
0.ooo2 Rk 4 0000283
00000z 3.9900% 4 0.0a00z

Qeyd edok ki, bu hesabat blokunda funksiyani, enme addimimi deyigsmokle miixtelif

funksiyalarin miixtelif enme addimlart ile lokal minimumlarini tedqiq etmak olar. h addimi1

)

miixtalif qayda ils se¢ilo bilar. x*H néqtesinde f(X) funksiyasinimn qiymetini

f(x ) = f(x® —h=grad(f(x*))) (4)

diisturu ilo hesablaya bilsrik. X(k)néqtasinin koordinatlari malum oldugundan (4)-iin sag
torofi yalniz h-dan asilidir. h-1 elo se¢ok ki,

f(x® —h=grad(f(x"))) (5)
funksiyasinin qiymati maksimal azalsin:

min f (x® —h=*grad(f(x*))).

Bu miinasibotden tapilmis h-in qiymetini (3)-do nezere alsaq, f(X) funksiyasinmn

minimumunun tapilmasinda iterasiyalarin sayi azalda bilerik ve bu {isul qradiyentlo on tez

enmd isulu adlanir. Mathcad sisteminde qradiyentle on tez enms isulu ile funksiyanin

minimumunun tapilmasi iiclin avvalco N-in qiymoati miileyyen edilmsli, sonra iso (3)
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diisturlart ile iterasiyalar qurulmalidir. Asagidaki hesabat blokunda ovvelce iki deyisenli

f(X,y) funksiyasi verilmis vo onun xiisusi toromoleri hesablanmigdr.

By =G-D +(y-4 +x 7
iz, ) = gxfr:x,z.r) () = %f(x,y)

Daxil edilmis baslangic (xo y0) yaxinlasmasi ve h addimindan asili olan (5) funksiyasi tortib

olunmusdur (f21(h)).

g =2 Y= 2

fhik) = — b fx(xg.30)
fhih) = vy — b fir(2p . %0)

F21(H) = F(fhCh) , fhlCh))

Elk — 4 b+ (—2+2 W +02-2 W (2+2 -k

a0k = Z_hle(h)

h=10
CGHwvety
22k =0
h = Find(h)

f21(h) funksiyasinin bohran ndqtelerinin tapmaq figiin hesabat bloku (Given) tortib

edilmigdir. Find standart funksiyasindan istifade edorak, h addam: secilmisdir. (3) diisturu

ilo iterasiya

B, ¥)
gradfiz.y) = [
£, )
¥o= 2 ¥po= 2
k=1.2
B 1 i |
- - b gradfin,_ 7]
Vi Fi-1
k=0.2
7y, = £, 75 gradfy, = \Jt[fxf.xk,m]]z i [fsr[xksYki'ﬂ
: 5 3 2E2RA2T
x=| 0 g o il it W
0 4 4 !
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naticelorinden gorlintir ki, ikinci iterasiyada funksiyanin qradiyenti sifra beraber olur.
Demoli, verilon funksiya x=0, y=4 oldugda minimum qiymet alir (z,»=4). Eyni bir
funksiyanin koordinatlarla enma, qradiyentle enmoa vo qradiyentle an tez enmso iisullart ile
mininmumunun tapilmasinda alinmig naticelari miiqiyise etsek gorerik ki, qradiyentlo an tez
enmd Usulunda funksiyanin minimum aldig1 noqtelerin koordinati daha deqiq olmagqla
iterasiyalarin say1 azdir. Mathcad sisteminde ¢oxdayisonli funksiyanin minimumunun
tapilmasi {iglin standart funksiya (Minimize) tortib olunmusdur. Asagidaki fragmentde {i¢
tisulla minimumu tedqiq edilmis funksiyanin qrafiki qurulmus ve standard funksiyadan

istifads edilorek minimumu tapilmigdir.

oy =x-D +y-D' +x v

d 2
flx.¥) =(x-D "+ (y-D" +x ¥
xi=2 W= 1
Given

a = Minimize(f x, )
-0
a=
4
fi—0,4) = 4
Alinmis naticelarin dogru oldugunu grafikde gérmek miimkiindiir.
Qeyd edok ki, baxilan iisullar funksiyanin lokal minimumunu tapmaga imkan verir.

Funksiyanin bir ne¢a lokal minimumu ola biler. Baxilan tisullarla baslangic yaxinlagsmadan

asil1 olaraq, lokal minimumlardan biri tapilir.
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Sorti optimallasdirma moasalasi

Tutaq ki,

X = xeR":1g;(x)=b;,i=i=Lk,g;(X) 2b,i=k+1r,
g;(x)<b,i=r+Lmx; 20, j=1n 1)

coxlugunda
f (X) > min 2
funksiyasinin minimumunun tapilmasi teleb olunur. Burada f(x) ve g;(x) (1=12,...,m)

funksiyalar1 R"-do toyin olunmus sonlu qiymatler alan, diferensiallanan funksiyalar n,m,k ve

r iso natural odedlardir. Asagidaki xiisusi hala baxaq.
9(%,%,)=0 3)
sorti daxilindo
f (%, %,) >min
funksiyasinin minimumunu tapaq.
Ogor (3) sertinden X, deyisenini X, doyiseni vasitesi ile X, =@(X,) kimi ifade
etmak miimkiin olarsa, f(Xl,XZ) funksiyasinin gorti minimumunun tapilmasi avezine

f (X, 9(X,)) birdeyisenli funksiyasinin gortsiz minimumunu tapmagqla meselosini hell etmok
olar.
Mial 1. z=(x-2)* +3(y—4)® funksiyasinin 2X+Y =3 sorti daxilinde minimumunu
tapaq.
2X+y=3=>Yy=3-2X

z2=(x-2)?+3(y-4)" =(x—2)* +3(3—2x—4)* =13x* +8x+7

z :26x+8:0:>x:—i
13

Z; =26 >0 oldugundan tapilan bohran ndqtesinde funksiya minimum qiymetini alir.

x=—i,y=3—2(—i) _4 Z i :51—0
13 13" 13 13

Mosolonin hendesi helline baxaq. Z=(X— 2)* +3(y—4)° funksiyasin1 asagidaki

kimi ¢evirok.

188



=Y

03 O / \2 3 4 5 6
(x-2)" (y-4)° _ |2
2 + b7 =1,a:ﬁ,b— 5

Bu tonlik yarim oxlari a ve b, merkezi (2,4) ndqtesinde olan ellipsdir. Z funksiyasinin

minimumu axtarildigindan yarim oxlar1 on kicik olan elo bir ellips tapmaliyiq ki, onun

2X+Y =3 diiz xotti ilo ortaq ndqtesi olsun (sokil 10.1-de A noqtesi). Qeyd edok ki, ¢ox

vaxt (3) sortinden X, doyisenini X; deyiseni vasitesi ilo ifade etmok, Z funksiyasinin

grafikini qurmaq miimkiin olmur. Ona gore do masalonin basqa iisulla halline baxagq.

Laqranj vurugqlari tisulu

Forz edok ki, 9(X;,X,) vo f(X,X,) funksiyalar: diferensiallanandur.

dg(x, %) 0=, 0 + gl b, =0=> e =9

dx g,

(4)

Tutaq ki, (Xf , Xg) noqtesi X;0X, miistovisinde (3) sertini 6dayir ve f(x,,X,) funksiyasinin

ekstremum ndqtesidir. Onda bu noqteds

df(Xlo,Xg)IODf)('ld)(i-l-fx'deZ:O: fx,+fx,%:0 )
1 2 )(1
(4) sortini (5)-de nozeroe alsaq
14 f ) f '
L+ (o) =0 ot ®
gx2 gX1 gx2

olar. (6)-da
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o1

e
9, 9y
isarelomasini aparsagq,
f, +49, =0 f,+4g, =0 Y

miinasibatloarini alariq. Laqranj funksiyasini quragq.

L(X., X,, A) = T (X, X,) + A *g(X,, X,) (8)
L(X;,X,,A) funksiyasimin X; ve X, deyisenlerine nezeren xiisusi tdremeleri (7) miinasi-
botlorini, A (Laqranj vurugu) parametrine nozeren xiisusi toremesi ise g(X;,X,)
funksiyasimi verir. (6) sortinin hendesi menasina baxaq. X0X, miistevisinde f(X;,X,)
funksiyasinin seviy-ye xotlorini ve g(X,, X,) =0 xatlerini quraq (sokil 10.2). (6) serti
yalmz 4,B,C vo D noqtelerin-de, yoni soviyye xatleri ilo g (X, X,) = 0 oyrisinin ortaq

toxunanlart oldugu nbqtelerde odenir. Bu noqteler f (x,,x,) funksiyasinin g(x,,x,)=0

sortini 0dayan sorti ekstremum noqtolaridir.

»t B
i fxy)=¢
,l A
V)
a(x,y) =0
o) X

Sokil 10.2.
Demoli, baxilan sorti ekstremum masoalasi Laqranj funksiyasinin (8) sortsiz ekstremumunun

tapilma masolasine gatirildi.

o _ f, +Axg, =0

axl 1 1

ﬁzfx'+;t*g'x:o ©)
6X2 2 2

oL

6_129()(1’)(2):0
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(9) tenliklor sistemini hoall ederek A4,B,C,D vo E noqtelerinin koordinatlari tapilir. Bu
noqteler i¢erisindon funksiyanin minimum ve maksimumlari miieyyen edilir. $10.5 misal 1-

do g(X,y) =3-2x -y gobul edib, Lagranj funksiyasini tortib edok:
L(X,y,4) = (x=2)> +3(y —4)* + L(3—2x~y)

(9) tonliklor sistemini tortib edok.

oL 4
—=2(x-2)-24=0 X=2+1 X——E
OX 1
oL _ NN Dy=4+=24 _ M ,
—ay—G(y 4)-1=0 6 =Y 13
1 30
oL 5 5y - 3-2(2+A)-(4+=2 2=
S =3-2x-y=0 2+2)=(4+-4) 13
ZminZSE-
13

(1)-(2) mosslesinde Laqranj funksiyasinin tortibi licin mahdudiyystlor sistemini asagidaki
kimi ¢evirok.
b, —g,(x)=0,i=1k
b,—0,(X)<0,i=k+1r
b,—9,(X)=0,i=r+1,m
x>0
Lagranj funksiyasini tortib edok.
Kk r m
L(x,A) = f(x)+ Zﬂ’i (b —g;(x)) + Zﬂ’i (b —g;(x)) + Zli (b; —g;(x)). (10)
i=1 i=k+1 i=r+1
L(X,A) Laqranj funksiyasmin ekstremum ndqtelerinin varligi iigiin miixtelif teoremlor

vardir. Kun-Takker teoremi daha timumidir ve ekstremum noqtosi asagidaki

oL(x', A . o LA T
1. %SO, X, 20 olmagla X; {%}:O’(l =1Ln),
M:oiizjﬂ_k,
2
2. —aL((;(;l*)ZO,l, >0,i=k+1r, olmaqla /ﬁ{%ﬂf)}=0,i=k+l,m

oL(x",X")
oA

<0,4 <0,i=r+1m

sortlorini 6deyen X~ vo A’ vektorunun tapilmasina getirilir. Praktikada (n+m) sayda
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X % ~0,i=1n)
:8L(x /1): — a
/1| _a—i‘— :O,(l :l,m)

tonliklor sistemini holl ederek X* ve A" vektorlar1 tapilir. Kun-Takker teoreminin 1 vo 2

sortlorini 6deyan X", A helleri icorisindon klassik analizin tisullart ile funksiyanin lokal
minimumlart (maksimumlari) miisyyen edilir.
f(x) vo 0;(X)(i=12,...,m) funksiyalarinin iizerine olave sertlor qoyuldugda

(gabariglaq ve ya ¢okiiklik) (1)-(2) meselasinin halli Laqranj funksiyasinin yoahoarvari
noqtesinin tapilmasina getirilir. Umumiyyetle qgeyri-xetti optimallasdarma mesalolerinde
maqsad funksiyasi veo meahdudiyyatlori miiloyyen eden funksiyalar qabariq olmaya da biler.
Magsad funksiyasinin  ser-hed noqteleri ile yanasi, hollin axtarildigi oblastin daxili
ndqtalerinds do bir ne¢s lokal ekstremumu ola biler. Ona gore do qgeyri-xatti optimallagdirma
masoalalorinin halli tigiin imumi tsul yoxdur ve moévcud iisullar massalonin tam halli {igiin

daqiq hesablama alqoritmi vermir.

Misal 1. f(x,%,)=(% —3)° +x’ funksiyasinin

{xl +2x, <12

X 4%, 26 X, 20,x, =0.
, >

sortlori daxilinde minimumunu taraq. Maqsed funksiyasi markeazi (3,0) noqtesinde radiusu
\/T -0 berabar olan ¢evroni xarakterize edir. Laqranj funksiyasini tertib edsak.

L(X, Xy, A, A,) = (X, =3)% + X2 + A, (12 =X, — 2X,) + A, (X, + X, —6)
(11) tenlikler sistemini tortib edok.

%(2%~6-%~,)=0
X, (2%, =24 = 4,) =0
A(12-%~2%,)=0
(% +%, ~6)=0

Alinmig geyri-xatti tonliklor sisteminin

1. X, =45X,=154=01,=3

2. % =48,%,=36,1, =364, =0

helleri funksiyanin sorti lokal minimum néqtelaridir.

f(4.51.5)=(45-3)*+1.5° =45
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f(4.8,3.6)=(4.8—-3)* +3.6° =16.2
Lokal minimum ndqtealeri sakil 10.3-do gosterilmisdir (4 ve B noqtelari). Optimallagdirma
maosalolarinde mahdudiyystler ilo miisyyen olunan oblastin tope noqtelerinde do (C,D,E)
funksiyanin qiymstleri nazers alinmaqla qlobal gserti minimum miieyyen edilmsalidir.

Baxilan masoelads funksiyanin global gorti minimuu 4.5- baraberdir vo bu qiymsti funksiya

A(4.5,1.5) noqtesinds alir.
)@A

A —r
0 2\ 4 AN 10 121\ X

Sokil 10.3
Mathcad sisteminde funksiyanin sorti ekstremumunun tapilmasi tli¢in hesabat bloku tertib
olunmalidir. Hesabat blokunun avvalinde deyisenlarin baslangic qiymati, maqsad funksiyast,
hesabat blokunun baslangicini bildiron given agar, sozii moeselenin moahdudiyystlori vo
qlobal serti minimumun tapilmasi tUg¢liin Minimize standart funksiyast  ardicilligla
yazilmalidir. Laqgranj vuruqlari Gisulu ilo hall olunmus misalin Mathcad sisteminde hallinin

hesabat bloku asagida verilmisdir.

fixl a2 = (xl - B + (x®
given

xl + 22 < 12
xl+xd=d

x1=0 =0

4.5
Llinisnize(f xl ,x2) = [ L5 ]

fra35.1.5 =45

f(x) vo 0;(X)(i=12..,m) funksiyalar1 X (iz]?l) doyisenlorine nezeren xotti

oldugda (1)-(2) mesolesi xatti proqramlagdirma mosslosi adlanir. Qeyri-xatti proqram-
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lagsdirma meosalelarinden forqli olarag, xotti proqramlagdirma meselasi daqiq hsll alqo-

ritmine malikdir.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Istifado olunan adobiyyat

bepesun W.C., )Kuakxos H.I1. Metoas! Beruucnenuii (I, 11 tom), Mocksa 1972
Bornaes 1O.I1. BeruncnurensHas MaTeMaTruka U mporpammuponanne. Mocksa 1990
lanymkuna AU., dertsapes FO.U. u npyrue. OcHoBbl kubepHeTuku. Mocksa 1974
Qurbanova R.V., Aslanova N.S. Mathcad sisteminin asas tisttnliklari.
Informasiya-kommunikasiya texnologiyalar1 v elektron tohsilin aktual

problemlari. Ganca 2007

Cuvarlinskaya E.R., Dliyeva M.T. Kompiiter riyaziyyati sistemlorinin miiqayisali
tohlili va totbiqglori.

Hanununa H.W. u npyrue. Yucnennsie Metosl. MockBa 1976

HemunoBuu b.I1. Mapon N.A. OcCHOBBI BBIUUCTUTENIBHOM MaTeMaTku, MockBa
1960

Hemunosuu B.I1., Mapon U.A., llyBanosa 3.3. YncieHHbIe METOAbl aHATN3A.
Mocksa 1962

IpsxonoB B.I1. KomnbiorepHas matematuka, meopus u npaxmukxa. Mocksa 2001
Hpsiuenko B.®. OcHOBHBIC MOHATHS BBIYUCIMTEIbHONM MaTeMaTuku. MockBa 1972
3aituenko FO.I1. UccnenoBanue onepanwuii. Kues 1972

3enbaoBud f.b., Meimkuc A.Jl. DnemMeHTs npukiIaaHoi MaTeMatuku. Mocksa 1967

Isgondorov A.D., Tagiyev R.Q., Yaqubov Q.Y. Optimallasdirma iisullar1. Baki
1994

Ismayilov ., Bliyev M. vo basqalar1. Hesablama metodlar1 vo EHM-in tatbigi.
Baki 1991

Kamuxman W.JI. CO0pHUK 3a/1a4 IO MaTEeMaTHYECKOMY ITPOrpaMMUpoBaHuio. MockBa
1975

Kupbsinos [Imutpuii. Mathcad 13. Cankr-IletepOypr 2006

Konuanos H.B., Mapon 1. A. BerunciaurenbHas MaTeMaTUKa B IpUMEPAx U 3ajavax.
Mocksa 1972

194



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Kysznenos A.B., Xonon H.1., KocteBuu JI.C. PykoBOACTBO K pelIEHUIO 3a/1a4 10
MaTeMaTH4eCKOMY IporpaMMupoBanuio. Munck 1978

Oliyev A.Y ., Piriverdiyev V.O. Diferensial vo inteqral tonliklorin toqribi
hesablama iisullar1. Bak1 1993

Mommadov F.H., Aslanov ©.9., Nasirova $.S. Mathcad sisteminds funksiyanin
Furye sirasina ayrilisinin toskili. GDU Elmi xabarlor. Gancs 2009

Mommoadov F.H., Bayramova N.Q. Kompiiter riyaziyyati sistemlorinds bazi
proseslorin tadqiqi imkanlar. Informasiya-kommunikasiya texnologiyalar1 va
elektron tohsilin aktual problemlari. Gancs 2007

Mommodov F.H., Mommadov I.Y. Mathcad miihitinds xiisusi téromali
diferensial tonliklorin hallinin toskili. GDU Elmi xobarlor. Gonco 2009

Mommadov F.H., Mommadov T.B., Masimova S.N. Adi diferensial tonliklor vo
milthondis masalalorinin riyazi modellari. Baki 1998

Mommoadov F.H., Ibadov N.V. Xotti programlasdirma masalosindo bazi hallarin
totbiqi. GDU Elmi xaboarlor. Gonca 2009

Mommadov F.H.,Coforova B.L. Aproksimasiya masalosinds asililigin formasinin
osaslandirilmasi. GDU Elmi xabarlor. Gancs 2006

Mommadov F.H., Haciyev T.M. Parametrik proqramlasdirma mosalasindo bazi
hallarin tadqiqi. AMEA. Konfrans materiallari. Bak1 2010

Mommadov F.H., Hiiseynov M.9., Mommoadov T.B. Fordi EHM va riyazi
modellorin miithondis masalalarinin hallina totbiqi. Goncs 1993

Mommadov Y.S. Toqribi hesablama iisullari. Bak1 1986

MpicoBckux W.I1. Jlekiuu o metonam Beruuciennit. Mocksa 1962

Nasirova $.S. Bozi proseslorin kompiiterds modelinin qurulmasinin asas
tistiinliiklori. Informasiya-kommunikasiya texnologiyalari va elektron tohsilin
aktual problemlori. Gonco 2007

[Terposckuit U.I'. Jlekuuu mo Teopuu UHTETpaIbHBIX ypaBHeHUH. MockBa 1965

[Tonsk B.T. Beenenne B ontumuzanuu. Mocksa 1983

YerunoB C.M., 3umannkuii B.A. Berunciurensnas maremaruka. Cankr- [letepOypr
2008

195



MUNDORICAT

ON SOZ.....ooiiiii et
GIRIS oo
I FOSIL
Kompiiter riyaziyyati sistemlorinin strukturu.......................................
1.1. Kompiiter riyaziyyati sistemlorinin miiqayisali tohlili ..........................
1.2. Mathcad sisteminds funksiyanin verilmasi vo
qrafikin qurulmast Qaydasi........cocueeiiiiiiiiiie e
1.3. Mahcad sisteminds funksiyanin toromosinin hesablanmasi ...................

1.4. Comlorin va hasillorin hesablanmasi........o.eeeeenie e

1.5. Limitlorin hesablanmasi..

1.6. Qeyri-miioyyan vo musyysn 1nteqrallar1n hesablanmas1 ........................
1.7. Mahcad sisteminda matrislorin verilmasi..

II FOSIL

Taqribi adadlor. Xata anlaylsl ..............................................................

2.1. Miitlaq vo nisbi xata..

2.2. Xotalar nazgrlyyasmln asas m9s919s1

III FOSIL

Birdayisonli geyri-xatti tonliklor.........................
3.1. Tonliyin koKIorinin ayrilmast ..........coouieiii i e e
3.2. Qeyri-xatti tonliklorinin kdklorinin doqiqlosdirilmasi tisullari.................

3.2.1. Parcanin yariya bolinmasi GsulU...........oooieiiiiii i,

3.2.2. Votorlor (kasonlor) GSUIU .....vvue i e

3.2.3. Toxunanlar (Nyuton) tisulu ..

3.2.4. Votorlor vo toxunanlar usullarlnln kombmamyam

3.2.5. Iterasiya iisulu ..
3.2.6. Sixan unikas ..

3.2.7. Iteras1ya usulunun y1g11ma51

3.2.8. Iterasiya iisulundan 1st1fad9n1n UMUMIL SXEMI 1t venveeeeeeeee e e ea e

IV FOSIL

Xatti tonliklor sisteminin taqribi disullarla halli.....................................

4.1. Osas anlaysslar ..

4.2. Tterasiya (ardicil yaxmlasma) usulu

4.3. Zeydel iisulu ..

4.4. Qeyri-xatti tanhklar s1stem1n1n taqubl usullarla halh ...........................

4.4.1. Iterasiya iisulu ..

4.4.2. NyULON GSUIU «..en e e e e e e e

196

23

23
28

31

32
39
39
43
47
52
54
57
58
59

63

63
65
69
71
71
76



V FOSIL

Interpolyasiya masalosi .............c..ooooiiiiiiiii e,

5.1

5.2.

5.3.
5.4.
5.5.
5.6.
5.7.
5.8.
5.9.

Lagranjin interpolyasiya ¢oxXhodlisi ..........cviiiuiiiiiiiii i

Bir-birindon barabor mosafodo yerlasan diiylin néqtalori tiglin Laqranjin
inlterpolyasiya ¢oxhadlisi ..

Eytkemnmterpolyamyasxeml .
Lagoranjin interpolyasiya dusturunun xata51 ....................................
Xatanin minimum olmast ii¢iin diiyiin néqtslorin segilmosi...................
Sonlu farqlor...

Nyutonun b1r1n01 1nterpoly351ya goxhsdhm

Nyutonun ikinci interpolyasiya ¢oxhadlist ...........coovviiiiiiiiiiiiiinins
Ayrilan (boliinen) forgler ..

5.10. Diiyiin noqtalori barabor mesafade yerlesmayan halda Nyutonun

interpolyasiya diisturu..

5.11. T9r51n91nterpolyas1ya
5.12. Aprroksimasiya masalasmln qoyulusu

VI FOSIL

Ddoadoi inteqrallama vo diferensiallama..............................................
6.1.
6.2.
6.3.

6.4.
6.5.
6.6.

Nyuton — Kotes dUsturl .......oevuiieieie i e e e e
Ddiizbucaqdilar dUsturn ..........oovieiiiee e
Trapeslor dUSTUTT ....v e e e e e
Simpson ddiisturu ..

Odadi d1ferens1allama e

Qrafitk sokilds verilmis funk51yan1n d1ferens1allanma51

VII FOSIL

Adi diferensial tonliklorin taqribi iisullarla holli

7.1.
7.2.
7.3.

Osas anlayslar...
Ardicil yaxmlasma(Pﬂ(ar) usulu
Eyler Gisulu ..

74Runqe-Kuttusu1u .
7.5.Adi diferensial tsnhklarl ugun sarhgd m9591951 ....................................
7.5.1. Xotti sorhod masalasi . :
7.5.2. Ikitortibli xatti d1ferrens1al tanhk ugun 1k1noqt911 Xsttl serhad m9s91951.
7.5.3. Sonlu forglor GSUlU ....ceini
7.5.4. Q0vMa TSUIU ...vuiit et e e e e e

VIII FOSIL

iki tortibli xiisusi toromoli diferensial tonliklor.........................cc.ccooo)

8.1.
8.2.
8.3.

8.4.
8.5.
8.6.
8.7.
8.8.

Osas anlayislar .. .

Elliptik tip tsnhk ugun ssrhgd ssrtlsrl
Laplas tonliyinin sonlu forqlarle yaz111s1 ..........................................
Dirixlo masalasinin saboko tisulu ilo holli ...
Mathcad sistemindo Dirixlo masalosinin halli ...,
Hiperbolik tip tonlik ii¢iin baslangic va sorhad sortlori.............covvvnnnn.
Hiperbolik tip tonliyin halli ii¢iin forq tonliklorin tortib olunmasi............
Mathcad sistemindo hiperbolik tip tonliyin halli ................coooiiiiniin,

197

79

82

84
85
86
89
90
92
96
99

100
102
102

108

109
110
113
116
119
121

123

123
124
127
131
137
138
139
140
143



8.9. Parabolik tip tonlik iiciin forq tonliklorinin tortibi...................c.oeeeeees. 165
8.10. Mathcad sistemindo parabohk tlp tonlik tigiin ssrhsd
mosolasinin halli.. TR PR 1 ¢1°)

IX FOSIL

Inteqral tonliklorin toqribi disullarla holli ............................................. 174
9.1. Osas anlayislar ..o e T4

9.2, Tterasiya fSUIU .......oivvsee it et e et e e e e e e, 175
9.3. Xatti inteqral tonlik ilo xatti cobri tonlik arasinda alago.............coceeeo. 176

X FOSIL

Optimallasdirmamn adadisullary ...........................ooo e, 181
10.1. Osas anlayislart .. . PP £ 1 8
10.2. Sortsiz optlmallasduma m9s91951 ................................................. 181
10.3. Koordinatlarla enms tisulu .. PP - 4
10.4. Qradientlo enmo GSUIU ....oeiviiniieii e e e, 184
10.5. Sorti optimallagdirma masalost .. .vuvvviieieie i 188
10.6. Laqgranjin vuruglar dsulu .. - ceeeeeee.. 189
10.7. Xatti proqramlasdirma mssalasmln qoyulusu \C) hall alqorltml ............ 194
10.8. Mathcad sisteminda xotti proqramlasdirma masaloesinin halli .............. 196

10.9. Kasr xatti programlasdirma masalasinin qoyulusu vo Mathcad
sistemindo halll ......ooooi i e, 197

Istifads olunmus oadobiyyat .....................ccccoooiiiiiiiiiieieie e, 201

198



